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機械構造物が発する振動や騒音を低減するためには，その対象物の振動特性を把握するこ

とが有効になる．その技術として，対象物の振動試験の応答から固有振動数，減衰特性，モ

ード形状などのモード特性を同定する実験モード解析法が開発され，その技術はある程度確

立されている．しかしながら今日では，機械構造物の特性の変化や要求の多様性とともに，

振動現象が複雑化し，減衰の大小を問わず多くの振動モードが広い周波数領域にわたって励

起されるような新たな振動騒音問題が現れ，モード特性の同定においては，いくつかの解決

すべき課題が現れてきた． 

本研究では，周波数分解能に起因する課題，対象物が近接モードを有する場合の課題，高

減衰特性を有する場合の課題を取り上げ，これらの課題を解決することを目的とする．本論

文は6つの章で構成され，第1章で緒言を述べた後の各章の概要を以下に示す． 

第2章では，振動系の運動方程式および周波数応答関数（以下，FRF）の定式化を行い，従

来法であるハーフパワー法およびモード円適合法の周波数分解能に起因する課題を述べた．

さらに，本研究における実験モード解析法の基礎となる直線フィット法の同定理論を説明し，

従来法の課題を直線フィット法により解決できることを数値例により示した． 

第3章では，対象物が近接モードを有し，対象外のモード成分がモード同定に悪影響を及ぼ

す課題を取り上げた．そして，比較的モードが近接するFRFを対象とする場合にも，モード

特性を精度よく同定できる1自由度法を提案した．その方法は，FRFの実部と虚部の両方にお

いて，対象外のモード成分を振動数に関する多項式で近似し，直線フィット法の同定理論に

導入するものである．その多項式の適切な次数を理論的なアプローチで定め，提案法の妥当

性と適用性を数値例により検証したところ，良好な結果を得た． 

第4章では，高減衰特性を有し，かつ二重曲率を持つ周期構造物への周方向縮約法の適用性

の課題を取り上げた．初めに，数値例によって，二重曲率を持つ周期構造物の固有関数を三

角関数で近似できることを明確にした．次に実験では，周方向縮約法を利用して，振動挙動

に関して研究事例のほとんどない二輪車用タイヤを対象にモード特性を同定した．加えて，

二輪車用タイヤと自動車用タイヤのモード特性を比較し，二重曲率を持つことに起因するモ

ード特性の特徴を明確にした． 

第5章では，高減衰特性を有する構造物を対象として，減衰の影響のみを小さくする加振法

およびモード特性の同定法を提案した．具体的には，対象とする振動モードの減衰が小さく

なるような速度フィードバック（以下，FB）加振の方法とゲインの決定方法を提案した．そ

のように決定したゲインを用いた速度FB加振により，FRFを低減衰化してモード特性を同定

し，さらに，速度FB加振の影響を補正することで，構造物本来の減衰特性が把握できる方法

を構築した．数値例では，高減衰特性を有する多自由度系を対象として提案法の適用性を検

証したところ，良好な結果を得た． 

第6章では，第2章から第5章で得られた成果を総括し，今後の研究の展望を示した． 
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In order to reduce the vibration and noise generated from mechanical structures, it is effective to understand 

the vibration characteristics of the object. As a technique for this end, the experimental modal analysis 

method has been developed to identify modal characteristics such as natural frequency, damping 

characteristics, and mode shape from the response of the vibration test of the object, and the technique has 

been established to some extent. However, today, along with changes in the characteristics of mechanical 

structures and diversification of requirements, the vibration phenomenon becomes complicated, and there is 

a new vibration and noise problem in which many vibration modes are excited over a wide frequency range 

regardless of the magnitude of damping characteristics. In the identification of modal characteristics, some 

problems to be solved have appeared. 

 

The purpose of this study is to solve the problems caused by the frequency resolution, the problems when 

the object has close modes and high damping characteristics. This thesis is composed of six chapters, and 

the outline of each chapter is shown below. 

 

In Chapter 1, the background of the research and the details of the tasks were represented.  

 

In Chapter 2, the equation of motion of the mechanical structure and its frequency response function (FRF) 

were formulated, and the problems caused by the frequency resolution were described in the use of the 

conventional half-power method and mode circle adaptation method. Furthermore, the identification theory 

of the linear fit method, which is the basis of the experimental modal analysis method in this study was 

explained and showed that the problems of the conventional method could be solved by the linear fit method 

using numerical examples. 

 

In Chapter 3, the problem that the mechanical structure has close modes and the non-target mode 

components adversely affect the mode identification was taken up. A new one-degree-of-freedom method 

that can accurately identify mode characteristics even when targeting FRFs whose modes are relatively 

close to each other was proposed. The method approximates the non-target mode components with 



 

polynomials related to frequencies in both the real and imaginary parts of the FRF and introduces them into 

the identification theory of the linear fit method. The appropriate order of the polynomial was determined by 

a theoretical approach. The validity and applicability of the proposed method were verified by numerical 

examples, good results were obtained. 

 

In Chapter 4, the problem of applicability of the circumferential reduction method to periodic structures 

with high damping characteristics and double curvature was taken up. First, it was clarified that the 

eigenfunctions of periodic structures with double curvature could be approximated by trigonometric 

functions by numerical examples. Next, in the experiment, the mode characteristics were identified for 

motorcycle tires, which have few research cases regarding vibration behavior, using the circumferential 

reduction method. In addition, the mode characteristics of motorcycle tires and automobile tires were 

compared, and the characteristics of the mode characteristics due to having a double curvature were 

clarified. 

 

In Chapter 5, a new excitation method in which the damping characteristics of the target vibration mode can 

be reduced was proposed. Specifically, a velocity feedback (FB) excitation method and a gain determination 

method that reduce the damping of the target vibration mode were proposed. Using the velocity FB 

excitation method with the feedback gain determined above, the modal characteristics of the reduced 

damping structure can be identified, and then the original damping characteristics of the structure can be 

identified. In the numerical example, the applicability of the proposed method was verified for a 

multi-degree-of-freedom system with high damping characteristics, and good results were obtained. 

 

Chapter 6 summarized the results obtained in Chapters 2 to 5 and presented the prospects for future 

research. 

 

  
   



 



 

 

目次 

 

第 1 章 緒論 ............................................................................................................................................................................ 1 

1.1 実験モード解析の歴史と現在の役割..................................................................................................................... 1 

1.2 現在の実験モード解析の課題 ................................................................................................................................. 2 

1.2.1 従来法におけるモード特性同定の問題点 ............................................................................................................ 5 

1.2.2 対象物が近接モードを有する場合の問題点 ........................................................................................................ 7 

1.2.3 対象物が高減衰特性と高モード密度を有する場合の問題点 ............................................................................ 9 

1.3 本研究の目的 ........................................................................................................................................................... 11 

1.3.1 周波数分解能が異なる場合の実験モード解析法の有効性検証 ...................................................................... 11 

1.3.2 対象物が近接モードを有する場合の実験モード解析法の検討 ...................................................................... 11 

1.3.3 対象物が高減衰特性と高モード密度を有する場合の実験モード解析法の検討 .......................................... 12 

1.4 本論文の構成 ........................................................................................................................................................... 12 

 

第 2 章 直線フィット法の同定理論および周波数分解能が異なる場合の有効性検証 .............................................. 15 

2.1 緒言 ........................................................................................................................................................................... 15 

2.2 周波数応答関数の定式化とモード特性 .............................................................................................................. 16 

2.3 従来法におけるモード特性同定の課題 .............................................................................................................. 19 

2.4 直線フィット法の同定理論 ................................................................................................................................... 21 

2.5 周波数分解能が異なる場合のモード特性同定の有効性 .................................................................................. 23 

2.5.1 1 自由度系の FRFを用いたモード特性同定の数値例 ...................................................................................... 23 

2.5.2 打撃試験を想定したモード特性同定の数値例 .................................................................................................. 26 

2.6 結言 ........................................................................................................................................................................... 32 

 

第 3 章 近接モードの成分を考慮した一般構造物のモード特性同定 .......................................................................... 33 

3.1 緒言 ........................................................................................................................................................................... 33 

3.2 近接モード成分に起因する同定の問題点 .......................................................................................................... 34 

3.3 近接モード成分を考慮した同定法....................................................................................................................... 37 

3.3.1 対象外モード成分を考慮した従来の直線フィット法 ...................................................................................... 37 

3.3.2 対象外モード成分の厳密な表現 .......................................................................................................................... 38 

3.3.3 直線フィット法の基礎方程式における近接モードの挙動把握と近似多項式の次数決定 .......................... 41 

3.4 数値例による提案法の適用性検証....................................................................................................................... 46 

3.4.1 検証モデル .............................................................................................................................................................. 46 

3.4.2 提案法の妥当性検証 .............................................................................................................................................. 51 

3.4.3 提案法の適用性検証 .............................................................................................................................................. 55 

3.4.4 検証結果のまとめと同定指針の提示 .................................................................................................................. 59 

3.5 多自由度法への適用 ............................................................................................................................................... 61 

3.6 結言 ........................................................................................................................................................................... 64 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

第 4 章 高減衰特性および高モード密度を有する周期構造物のモード特性同定 ...................................................... 65 

4.1 緒言 ........................................................................................................................................................................... 65 

4.2 周期構造物を対象とした一般的な実験モード解析の課題 .............................................................................. 66 

4.2.1 高減衰特性を有する場合の問題点と周方向縮約法による改善 ...................................................................... 69 

4.2.2 二重曲率を有する場合の周方向縮約法の適用性に関する問題点 .................................................................. 71 

4.3 数値例による周方向縮約法の二重曲率構造物への適用性検証 ...................................................................... 72 

4.3.1 有限要素モデル ...................................................................................................................................................... 72 

4.3.2 周方向縮約の効果 .................................................................................................................................................. 73 

4.3.3 モード特性同定の妥当性検証 .............................................................................................................................. 74 

4.4 二輪車用タイヤの実験モード解析....................................................................................................................... 78 

4.4.1 実験条件 .................................................................................................................................................................. 78 

4.4.2 周方向縮約の効果 .................................................................................................................................................. 79 

4.4.3 モード特性の同定 .................................................................................................................................................. 80 

4.5 周方向縮約法の必要性と二輪車用タイヤのモード特性の考察 ...................................................................... 86 

4.6 結言 ........................................................................................................................................................................... 91 

 

第 5 章 高減衰特性を有する構造物に対する低減衰化実験モード解析法の検討 ...................................................... 93 

5.1 緒言 ........................................................................................................................................................................... 93 

5.2 高減衰特性を有する構造物の実験モード解析の問題 ...................................................................................... 94 

5.2.1 共振峰が明確に現れない周波数応答関数の例示 .............................................................................................. 95 

5.2.2 減衰の大きさがモード特性同定の精度に与える影響 ...................................................................................... 95 

5.3 速度フィードバック制御をベースとした従来の加振法の課題 ...................................................................... 97 

5.4 速度フィードバック加振による低減衰化の効果 .............................................................................................. 99 

5.5 低減衰化実験モード解析法の提案..................................................................................................................... 101 

5.5.1 問題設定 ................................................................................................................................................................ 101 

5.5.2 多自由度系を用いた低減衰化実験モード解析の説明 .................................................................................... 102 

5.6 多自由度系を対象とした低減衰化実験モード解析の妥当性検証 ................................................................ 104 

5.6.1 2 自由度系を用いた検証 ...................................................................................................................................... 104 

5.6.2 5 自由度系を用いた検証 ...................................................................................................................................... 108 

5.7 結言 ......................................................................................................................................................................... 115 

 

第 6 章 結論 ........................................................................................................................................................................ 117 

6.1 研究成果 ................................................................................................................................................................. 117 

6.2 今後の研究課題と方針 ......................................................................................................................................... 121 

 

参考文献 .................................................................................................................................................................................. 123 

謝辞 

 

  



 

 

主な記号 

 

 

 a 最小二乗法の係数マトリックス  

 α 未知の係数 

自然数 

 

 A 対象外モード成分の実部  

 A 最小二乗法の係数マトリックス  

 b 最小二乗法の計測値ベクトル  

 β 未知の係数 

自然数 

 

 B 対象外モード成分の虚部  

 c 粘性減衰係数  

 C 減衰マトリックス  

 d 速度フィードバックのゲイン  

 e 周波数応答関数の入力点の自由度 

自然数 

 

 E 誤差  

 f 振動数 

周波数 

外力 

 

 fnp 固有振動数  

 f 外力ベクトル  

 F 外力の大きさ  

 F 外力の大きさを表すベクトル  

  固有振動モード  

 Φ モードマトリックス  

 gp 構造減衰係数  

 γ 整数  

 η 自然数  

 H 周波数応答関数  

 H 周波数応答関数のマトリックス  

 i 自然数  

 I 単位マトリックス  

 j 虚数単位  

 k モード剛性 

ばね定数 

 

 Kv 速度フィードバックのゲイン  

 K 剛性マトリックス  

 l 1 自由度法を適用する場合の解析データ点数  

 

 

 

   



 

 

 

 

 

 

 m モード質量 

質量 

自然数 

 

 μ 自然数  

 M 質量マトリックス  

 n 自然数  

 N 周波数応答関数における最大モード次数  

 ω 角振動数  

 ωp 固有角振動数  

 Ω2 固有角振動数を対角成分に持つマトリックス  

 p モード次数 

自然数 

 

 q モード座標系における応答  

 r 周波数応答関数の参照点の自由度  

 R 留数  

 S 剰余質量  

 t 時間  

 T 転置を表す記号  

 u 速度フィードバックの制御力  

 x 変位  

 x 変位ベクトル  

 x 最小二乗法の解ベクトル  

 X 剰余項を表す記号  

 X 変位の大きさを表すベクトル  

 y 多自由度法を適用する場合の解析データ点数  

 ζ モード減衰比 

減衰比 

 

 Z 剰余剛性  

 + Moore-Penrose の擬似逆行列を表す記号  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

主な略語 

 

 

 FRF Frequency Response Function 周波数応答関数 

 FEM Finite Element Method 有限要素法 

 MAC Modal Assurance Criterion モード信頼性評価基準 

 FB Feedback フィードバック 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    



 

 

 

 

 

 



1 

 

第1章 緒論 

 

1.1 実験モード解析の歴史と現在の役割 

機械構造物が稼働状態にあるときには，その機械が稼働することによって構造物の各部

で振動や騒音が生じる．機械構造物の例としては，自動車や航空機などの輸送用機械や，

建設機械，工作機械などが挙げられる．これらの振動や騒音は，機械の使用者や周辺の人

に対して不快感や障害を与える[1-8]．また，振動は場合によっては繰返し応力を誘発して

機械構造物に疲労を与え[9-13]，製品に対しては品質の低下[14-19]などの悪影響を与える．  

このように，人やモノにとって好ましくない振動や騒音を低減するためには，その対象

物の振動特性を把握することが有効になる．その技術として，対象物の振動試験および実

稼働時の応答から固有振動数，減衰特性，モード形状などのモード特性を同定する実験モ

ード解析[20-22]が開発された． 

実験モード解析の歴史は，航空機の振動特性を実験により把握することを目的として，

1947 年に Kennedy らが発表した振動モードの同定方法[23]までさかのぼる．この方法は，

周波数掃引加振実験で得られた周波数応答関数（Frequency Response Function；以下，FRF）

を複素平面にプロットし，これに円を適合して上述のモード特性を同定するものである．

その後，計算機を応用した計測とデータ解析が一般的になり，この方法は何年にもわたっ

て振動計測の第一線で使用されている．今日では計算機の著しい性能向上に伴い，実験モ

ード解析の技術は航空・宇宙・自動車・電機をはじめとする製造分野に広く普及している． 

現在の実験モード解析の最も代表的な役割としては，有限要素法（Finite Elemnt Method；

以下，FEM）による構造解析モデルの妥当性の検証があげられる[24-28]．FEM による振動

解析は，着目する振動現象を詳細に把握することができ，図 1.1 に示すように構造モデル

の変更シミュレーションに基づく詳細な設計検討が可能になる．そのため，設計開発段階

では積極的に FEM によるシミュレーションを活用している．FEM を用いた設計手法は，

製品開発に伴う設計・試作・検証試験の繰り返しの回数を減少させ，製品化までの時間短

縮と開発費用の低減に大きな効果をもたらしている．そのため，製品全体の設計開発レベ

ルから，製品を構成する部品の設計開発レベルまで幅広く用いられている．  

しかしながら，製品形状が複雑，かつ大型になるほど多くの締結部を有するため，その

境界条件をすべて構造解析モデルに反映させることが難しい．また，減衰特性という未知
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の因子の影響を机上の検討で予測することも非常に難しい[29]．このような理由から，FEM

による振動解析だけでは着目する振動現象を正確に把握することができないため，実際に

機械構造物を打撃加振や定常加振してモード特性を同定し，これをシミュレーションに組

み込むことによって，実用的な周波数応答解析・時刻歴応答解析が可能になる[30-33]． 

以上に述べたように，実験モード解析は，機械構造物の動的挙動を把握し，振動や騒音

の問題を解決するために不可欠な技術として運用されている．今後，FEM による振動解析

技術がますます発展すると思われるが，その技術が高精度化するほど実験モード解析の重

要度も高まっていくと考えられる． 

 

 

図 1.1 実験モード解析を組み込んだ計算機援用による振動解析 

 

1.2 現在の実験モード解析の課題 

実験モード解析の方法としては，周波数領域法や時間領域法，自己回帰モデルによる同

定法など多くの方法があり，現在も多くの研究が進められている．中でも周波数領域法は

最も一般的に利用される方法であり，同定プログラムが実装された市販ソフトも数多くあ

る[34]．同定法としては，図 1.2に示すように 1自由度法と多自由度法に大別される．例え

ば，1 自由度法としてはハーフパワー法やモード円適合法[35]，直線フィット法があり[36]，

多自由度法としては 偏分反復法[37]，Least square complex frequency法[38]，Poly-reference 

least squares complex frequency domain 法[39]，部分空間同定法[40]がある．近年では Sitarzら
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により蟻コロニー最適化を利用した方法[41]が提案され，齋藤らにより動的モード分解を

機械システムのモード同定に適用した方法[42]も提案された．このように，実験モード解

析が開発されてから 70年を超えた今日では，その技術は十分に確立されている． 

しかしながら，機械構造物の特性の変化，要求の多様性とともに，その技術も成長して

いく必要があると考えられる．気候変動に関する国際連合枠組条約の京都議定書が 1997年

に採択され，地球環境への負荷を低減するための取り組みが急加速し[43,44]，その対策と

して自動車をはじめとする機械構造物の設計・開発においては軽量化やエネルギー効率向

上が進められてきた[45-51]．その結果，機械構造物の製品は比較的軽くなり，剛性が低下

したことに伴い，振動や騒音を発生しやすくなってきた．一方で機械構造物の安全性がよ

り一層追求されるようになり，振動や騒音を抑えるために機械構造物を構成する部品には

減衰性能の高いものが求められ[52,53]，それらを積極的に採用するなどの対策が施されて

きた．このような動きにより，振動現象は複雑化し，減衰の大小を問わず多くの振動モー

ドが広い周波数領域にわたって励起されるような新たな振動騒音問題が現れてきた[54,55]．  

実際に機械構造物のモード特性を同定する場合は，対象物の振動モードが近接していた

り，高減衰特性を有していたりすることが多く，モード同定が困難なことが多くなってき

ている．モノづくりにおける設計開発の現場では，図 1.2 に示す 1 自由度法が用いられる

ことがあるが[56,57]，ハーフパワー法やモード円適合法は周波数分解能に依存して同定値

が変化する問題がある[27,40]．また，これらの方法は同定対象に対象外の振動モードが近

接する場合に適用できないか，適用できたとしても対象外のモード成分を無視して同定す

るため良い結果が得られないという問題もある[35,56]．直線フィット法では，同定対象と

対象外の振動モードが十分に離れている場合に対象外のモード成分を剰余項[20,32]として

近似してモード同定することが提案されているが[36]，同定対象に対象外の振動モードが

近接する場合はその近似が妥当であるか不明であり，良い結果を得られないことも考え得

る．さらに高度な実験モード解析法として図 1.2 に示す種々の多自由度法があるが，対象

物が高減衰特性および高モード密度を有する場合は，共振峰を明確に捉えることができず

[27]，モード同定に必要な適当な採用モード数を決定できないため，どの同定法でも良い

結果を得ることが難しいという問題がある． 

このような背景から，実験モード解析技術の適用範囲拡大と同定精度向上が求められて

おり，今もなお同定法の改良や新規提案に関する研究が進められている． 
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本研究では，特に同定結果が周波数分解能に依存する問題と，近接モードおよび高減衰

特性を有する構造物を対象にした場合に生じる問題を解決する．具体的な問題点を以下に

まとめる． 

 

 

図 1.2 周波数領域の実験モード解析法 
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1.2.1 従来法におけるモード特性同定の問題点 

対象物が比較的小型であり，小さい加振力でも十分に固有振動モードを励起できる場合

には，対象物に加速度計を貼付け，インパクトハンマで打撃加振して FRFを取得する．そ

して各共振峰近傍を抽出して 1自由度系と見なし，ハーフパワー法やモード円適合法でモ

ード特性を同定する[35,56]．近年では Kader らにより，これら従来の同定法の同定精度を

比較した報告もあり，必要に応じて利用されていることが説明されている[57]．しかしな

がら，従来の同定法では同定値が周波数分解能に依存して変化し[40]，特に低減衰系を対

象とする場合には減衰特性の同定値がばらつくことが知られている[27]．  

以下にハーフパワー法とモード円適合法におけるモード特性の同定法をまとめ，それぞ

れの同定法において誤差を生じる要因について簡単に説明する． 

 

 ハーフパワー法 

固有振動数はボード線図上で FRFの大きさの最大値の周波数とする．構造減衰係数は

ボード線図上で FRFの大きさの最大値の 21 倍になる 2点の周波数の差を求め，それ

を固有振動数で除して同定する．ピーク値を読み取れない場合の同定法もある． 

 

 モード円適合法 

固有振動数はナイキスト線図上で隣接するプロット間の距離が最大となる 2点の中点

とする．構造減衰係数はナイキスト線図上で固有振動数を挟んで隣接する 2点が円の

中心点からなす角を求め，それと周波数分解能，固有振動数の関係から同定する．  

 

このように，ハーフパワー法とモード円適合法では，モード特性の同定において固有振動

数が周波数分解能のどの位置にあるかが重要になる．周波数分解能は実験モード解析にお

ける振動試験の条件として，周波数レンジとサンプリング点数の関係により決定される．

したがってモード特性は，図 1.3に示すように限られた周波数分解能で取得された FRFの

離散データから同定される． 対象物そのものの減衰が小さい場合は，ボード線図における

共振点近傍は非常に先鋭化しており，周波数分解能の範囲でしかピーク値を読み取ること

ができない．そのためハーフパワー法では，FRF の最大値を読み取るときに誤差を生じ，

その値を利用して算出する減衰特性もまた誤差を生じる．またモード円適合法では，実用
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的な周波数分解能で描けるナイキスト線図上で円を構成するためのデータが原点付近に

集まることから，円適合の精度が低下する．そのため，モード円から得られるパラメータ

には誤差が生じ，結果として減衰特性の同定誤差となる． 

以上のように従来の同定法では，周波数分解能に依存するパラメータを用いてモード特

性を同定するため，振動試験の条件によって同定値がばらつく．このことが問題となる場

面としては，例えば，ある構造物を対象にするときに周波数レンジあるいはサンプリング

点数を変更する場面が挙げられる．周波数レンジやサンプリング点数を変更するだけにも

かかわらず，試験条件の変更前後で異なるモード特性が同定されてしまい，同定値の信頼

性が損なわれる問題が生じる． 

 一方，河村らが提案した直線フィット法の同定式には，周波数分解能に関係するパラメ

ータが含まれておらず，FRFの実部と虚部の離散データを直線の式に当てはめてモード同

定する[36]．そのため，周波数分解能に依存することなくモード同定できると考えられる

が，その有効性を検証した例はない．ハーフパワー法やモード円適合法および直線フィッ

ト法の同定値を比較し，その精度を把握する必要がある． 

 

  

図 1.3 FRFの離散データ 
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1.2.2 対象物が近接モードを有する場合の問題点 

 対象物の振動モードが近接する場合，振動試験から取得した FRF 上では共振峰が近接

し，高精度にモード特性を同定することは難しい．モードが近接しやすい構造としては，

板や円環など，形状が左右対称である構造や[58]，動吸振器が取り付けられたような形態

をとる構造などが挙げられ[59]，例えば自動車一つを取り上げてもそのような構造を有す

る部分が多数見られる[60-62]．モード特性の同定法としては種々の方法が存在するが，1自

由度法は周波数領域で行われることが多く，FRFの各共振峰を 1自由度系とみなして解析

区間を設け，その他のモードの影響を無視して同定する方法である[35,56]．多自由度法を

容易に利用できる環境であれば，あえて 1自由度法を用いる場面は少ないと考えられるが，

多自由度曲線適合プログラムが FFT アナライザーに標準装備されているものは少ない．そ

のため，多自由度法に比べて同定精度は劣るが，実際の現場では近年においてもハーフパ

ワー法やモード円適合法でモード特性を同定している場合も少なからずある．例えば，

Antunes らは可変剛性複合積層板のモード特性をハーフパワー法とモード円適合法により

同定した[58]．他にも，Chandra らはローターベアリングシステムのモード特性をハーフパ

ワー法で同定し[63]，Victor らは航空機の翼のモード特性をモード円適合法により同定した

[64]．さらに，近年では高速度カメラで撮影したデジタル画像から FRF を取得してモード

特性を同定する一連の流れの妥当性を検証するために，1 自由度法が用いられている

[65,66]．このように 1 自由度法は解析手法の簡便性や低コストで導入できることから必要

に応じて利用されている[67-70]． 

また，従来の 1自由度法の改良が行われている．例えば，Xuらはハーフパワー法に反復

計算を適用し[71]，Sun らは共振峰が左右対称ではない FRF に適用できるハーフパワー法

へ改良した[72]．その他，Ahn らは打撃試験時に用いる指数窓の影響を補正できるモード

円適合法へ[73]，Grosso らは新たな減衰のモデル化とそれに応じたモード円適合法へと改

良した[74]．さらに，従来の 1 自由度法に代わる新たな同定法の開発も行われている．Gu

らは比例ヒステリシス減衰を仮定した 1 自由度系の FRF 理論式に基づく非線形最小二乗

法を提案した[75]．河村らは，比例ヒステリシス減衰および比例粘性減衰を仮定した 1 自

由度系の FRFの実部と虚部を連立することで，固有振動数と減衰特性を未知数とする線形

方程式を導出し，線形最小二乗法によって未知数を同定する方法を提案した[36]．以上の
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ように，モード解析の技術が十分に確立された近年でも，1 自由度法の改良や新規開発が

進められている． 

しかしながら，これら従来の 1 自由度法は図 1.4 に示すように同定対象のモードが卓越

しており，モードの連成を無視できる場合にのみ適用できるものである．1 自由度法を適

用する解析区間に同定対象としないモード成分の影響がある場合，その成分を剰余項

[20,32,76]としてモデル化する方法はあるが，同定対象とするモードの固有振動数に近接し

て存在する対象外のモード成分を適切に近似したものではない．そのため，近接モードが

存在する解析区間において高精度にモード特性を同定できる 1自由度法はいまのところな

い．  

 

  

図 1.4 各モードが卓越する FRFと解析区間の例 
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1.2.3 対象物が高減衰特性と高モード密度を有する場合の問題点 

対象物が高減衰特性を有する場合，振動試験から取得した FRF上では共振峰が明確に現

れず，振動モードが存在する周波数を特定できないため，モード特性を同定することは難

しい．高減衰特性を有する構造物としては，例えば制振材料を適所に貼り付けた制振鋼板

や，ゴム材料を主な母材とする構造物が挙げられる．さらに，高減衰特性を有することに

加えてモード密度が高い構造物では，連なる共振峰がそれぞれ滑らかに重なり合うため，

振動モードが存在する周波数を特定できない．モード密度が高い構造物の例としては，円

筒シェルなどの周期構造物が挙げられ，比較的高周波数領域で半径方向と軸方向の振動モ

ードが連成することに伴い，図 1.5 に示すようにモード密度が高くなることが知られてい

る[77,78]．以上のように材料や形状が持つ特性により，モード特性の同定が難しい構造物

がいくつかある．その一つに自動車用タイヤおよび二輪車用タイヤが挙げられる．タイヤ

は高減衰であり，かつ周期構造物であるためにモード密度が高く[79]，特に中周波数領域

では共振峰を捉えることができない．振動騒音対策のためにより高周波数領域まで動特性

を把握することが重要であるが[80]，通常の実験モード解析ではモード特性の同定が難し

いという問題がある． 

このような問題に対して，対象物の特徴に合わせた手法を構築することが有効であると

考えられる．周期構造物の代表例である円筒構造物の変形形状については，その固有関数

を三角関数で近似できることが古くから知られている[81-85]．また，自動車用タイヤにお

いても，モデル化に関する研究や実験検証により，低周波数領域ではトレッド部の振動形

状を三角関数で近似できることが示されている[86-89]．このように円筒構造物の固有関数

を三角関数で近似できるという仮定に基づき，松岡らは FRFの理論式の線形項を三角関数

で表現し，自動車用タイヤを対象に低周波数領域のモード特性を同定した[90]．また，北原

らは FRFを周方向にフーリエ級数展開して特定のモード成分を抽出する方法（以下，周方

向縮約法）を提案し，低周波数領域から中周波数領域のモード特性を同定した[27]．この周

方向縮約法は FRF上のモード密度を低下させ，対象とする振動モードを明確に捉えるため

の方法である．しかしながら，北原らが自動車用タイヤに適用した実験モード解析では，

縮約した FRF とモード同定後に再構築した FRF に乖離が生じるという問題が生じた．そ

の原因として，実際のタイヤは厚さ方向の影響で理想的なシェルとは見なせないことや，

タイヤ断面が軸方向に曲率を持たないトレッド部（一重曲率部）のみではなく，軸方向に
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も曲率を持つサイドウォール部（二重曲率部）の FRFを縮約に用いたことの可能性がある

と述べられている．つまり，シェルモデルの適用範囲の限界や，サイドウォール部のよう

に二重曲率を有する周期構造物の固有関数が三角関数で近似できるかは不明である[27]．  

また，上述の周方向縮約法は振動モードが十分に励起できていることを前提としている

が，高減衰特性を有するので全体に振動が行き渡りにくく，高周波数領域になるほど振動

モードが励起されない．そのため，振動試験では複数個の加振器を用いる多点加振により

行われる場合もある． 

多点加振の方法の一つとして，複数個の自励振動子を用いる自励駆動法が栗田らにより

提案された[91-95]．この加振法では速度に比例した成分を持つ力をフィードバック制御に

より対象物に与える．この影響により対象物の減衰特性を疑似的に低減でき，FRF上の共

振峰は鋭く明確に現れることが実験的に報告されている[96]．しかしながら自励駆動法で

は，対象物の振動モードが近接する場合には，ゲインが大きい方の振動モードの振動数に

引き込まれて自励発振してしまうという報告もある[97,98]．したがって，FRF の取得に困

難を伴うためモード特性を同定することができない問題がある．また，フィードバックさ

れる力は単純な速度比例の力ではないため，そのように低減衰化して取得した FRFから減

衰特性を評価することができない．制御系の設計においては，制振要素や飽和要素を追加

してそれらの特性を細かく調査してゲインを試行錯誤的に設定されている．さらに複数の

応答点のデータを用いるクロスフィードバック制御を追加する工夫もなされ，所望の振動

数で自励発振させることが可能になった報告もあるが，依然として減衰特性を評価するこ

とができない問題は残る． 

 

図 1.5 近接モードおよび高減衰特性を有する構造物の FRF の例 
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1.3 本研究の目的 

本研究では，研究の背景および現在の実験モード解析の課題を踏まえ，近接モードおよ

び高減衰特性を有する構造物を対象にする場合には現在の実験モード解析法ではモード

特性の同定が難しいという問題を解決することを目的とする．具体的には前節で述べた主

要課題を取り上げ，以下に示す 3つの検討を行う． 

 

1.3.1  周波数分解能が異なる場合の実験モード解析法の有効性検証 

 ハーフパワー法やモード円適合法とは対照的に，直線フィット法は同定式に周波数分解

能に関係するパラメータが含まれておらず，FRFの実部と虚部の離散データを直線の式に

当てはめてモード同定する．そのため，周波数分解能に依存することなくモード同定でき

ると考えられる． 

そこで，周波数分解能のみが異なる条件で作成した FRFに対して，ハーフパワー法とモ

ード円適合法，直線フィット法でモード特性を同定し，その同定値を比較する．具体的に

は，鋼製のはりのように減衰が小さい対象物の打撃試験において，サンプリング時間を短

くする場面を想定し，周波数分解能が異なる条件下でも同定値が大きく変わらないことを

確認し，直線フィット法の有効性を示す． 

 

1.3.2  対象物が近接モードを有する場合の実験モード解析法の検討 

近接モードが存在する解析区間において高精度にモード特性を同定できる 1自由度法は

いまのところない．そのような場合には多自由度法を用いて対象のモード特性を同定する

ことになるが，簡便な 1自由度法により同定できれば有用であると考えられる． 

そこで，ハーフパワー法やモード円適合法を適用する場合と同様の測定データで，より

適用範囲の広い 1自由度法を提案する．具体的には，比較的振動モードが近接する FRFを

対象とする場合にも，モード特性を精度よく同定できる 1自由度法について検討する．そ

の方法は，FRFの実部と虚部の両方において，対象外のモード成分を振動数に関する多項

式で近似して，直線フィット法の同定理論に導入するものである．そしてその多項式の適

切な次数を理論的なアプローチで定める．以上のようにして構築した同定手法を，数値例

によって検証する．そのため比較的高減衰でモードが近接する検証モデルを取り上げ，FRF

の真値を用いてモード特性の同定を行い，提案手法の妥当性を検証する．さらに，実際の
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同定を模擬するため，ノイズを含んだ FRFデータを用いてモード特性を同定し，提案手法

の適用性を検証する． 

 

1.3.3  対象物が高減衰特性と高モード密度を有する場合の実験モード解析法の検討 

高減衰特性を有し，かつ二重曲率を有する周期構造物を対象にする場合，周方向縮約法

の適用性が不明であるので，固有関数を三角関数で近似できることを明らかにする必要が

ある．しかしながら，二重曲率を有する構造物の固有関数を理論解析により導くことが非

常に難しいことは，古典力学の研究成果からも覗える[99-102]． 

そこで，二重曲率を持つ周期構造物を対象とした数値解析により，固有関数を三角関数

で近似できることを明らかにする．具体的には，周方向縮約法を適用した FRFに曲線適合

して得られたモード形状と，固有値解析で得られたモード形状を比較することで明らかに

する．実験では，現在のところ振動挙動に関わる研究事例のない二輪車用タイヤを対象に

したモード特性同定を試みる．  

また，高減衰特性を有し，振動モードが近接する対象物では，FRF上で共振峰を明確に

捉えることができないので，加振方法を工夫する必要がある． 

そこで，対象とする振動モードの減衰を小さくするような速度フィードバック（以下，

速度 FB）加振の方法とモード特性同定法を提案する．具体的には，共振峰が明確に現れな

いほどの高減衰特性を有する多自由度系を対象に，速度 FB 加振を施すことで減衰の影響

のみ小さくし，低減衰化された FRFに対してモード特性を同定する．さらに，速度 FB加

振の影響を補正することで，構造物本来のモード特性を同定できることを示す． 

 

1.4 本論文の構成 

本研究は前節で取り上げた 3つの主要課題を解決するものであり，本論文は本章を含め

た 6 つの章で構成する．1.3.1 項の課題は第 2 章，1.3.2 項の課題は第 3 章，1.3.3 項の課題

は第 4章と第 5章において，それぞれ課題の詳細を説明した後に課題解決の方法を提案し，

数値例と実験により提案法の妥当性や適用性を検証する．以下に第 2章以降の概要と構成

を示す． 

第 2章では，振動系の運動方程式および FRFの定式化を行い，従来法であるハーフパワ

ー法およびモード円適合法の課題を述べる．また，本研究における実験モード解析法の基
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礎となる直線フィット法の同定理論を説明する．さらに，従来法の課題を直線フィット法

により解決できることを数値例により示す．その数値例では，周波数分解能が異なる条件

のもとでモード特性を同定し，ハーフパワー法およびモード円適合法と直線フィット法で

同定精度を比較し，直線フィット法の有効性を示す． 

第 3章では，対象物が近接モードを有し，対象外のモード成分がモード同定に悪影響を

及ぼす課題を取り上げる．そしてハーフパワー法およびモード円適合法を適用する場合と

同様の測定データで，より適用範囲の広い 1 自由度法を提案する．その方法は，比較的モ

ードが近接する FRFを対象とする場合にも，モード特性を精度よく同定できる 1自由度法

である．具体的には，FRFの実部と虚部の両方において，対象外のモード成分を振動数に

関する多項式で近似して，直線フィット法の同定理論に導入する．そしてその多項式の適

切な次数を理論的なアプローチで定める．以上のようにして構築した同定法の妥当性と適

用性を数値例により検証する． 

第 4章では，二重曲率を有する周期構造物への周方向縮約法の適用性の課題を取り上げ

る．初めに，対象物が円筒構造物である場合に有効な周方向縮約法を説明する．次に，そ

の手法が二重曲率を持つ構造物に対しても適用できるか否かを数値解析により検証し，固

有関数を三角関数で近似できることを明らかにする．また実験では，現在のところ振動挙

動に関わる研究事例のない二輪車用タイヤを対象にモード特性を同定する．加えて，二輪

車用タイヤと自動車用タイヤのモード特性を比較し，二重曲率を持つことに起因するモー

ド特性の特徴を考察する． 

第 5章では，高減衰特性を有する構造物を対象に減衰の影響のみを小さくする加振法お

よびモード特性の同定法を提案する．具体的には，対象とする振動モードの減衰を小さく

するような速度 FB 加振の方法とゲインの決定方法を提案する．また，そのように決定し

たゲインを用いた速度 FB 加振により，FRF を低減衰化してモード特性を同定できること

を説明する．さらに，速度 FB 加振の影響を補正することで，構造物本来の減衰特性も把

握できることを示す．数値例では，高減衰特性を有する多自由度系に対して，提案法を適

用し，構造物本来のモード特性を同定できることを示す．  

第 6章では，第 2 章から第 5章で得られた成果を総括し，今後の研究の展望を示す． 

 

 

 



14 

 

  



15 

 

第2章 直線フィット法の同定理論および            

周波数分解能が異なる場合の有効性検証 

2.1 緒言 

本章では，本研究におけるモード特性同定の基礎理論となる直線フィット法[36]を説明

するとともに，従来の同定法の課題を示す．また，直線フィット法の利点を最大限に活か

すことができる場面を想定した数値例により，その有効性を示す． 

直線フィット法は周波数領域の 1自由度法に該当する実験モード解析法である．この方

法は，対象物の減衰特性が非常に低い場合にも高精度にモード特性を同定できる方法とし

て提案された．具体的には，FRFの実部と虚部を連立させ，固有振動数と減衰特性を未知

数とする方程式を導出し，最小二乗法により未知数を同定するものである．  

実験モード解析の技術は十分に確立されており，周波数領域の 1自由度法ではハーフパ

ワー法やモード円適合法が有名であるが，同定値が周波数分解能に依存して変化し[40]，

特に低減衰系を対象とする場合には減衰特性の同定値がばらつくことが知られている[27]．

これは，モード特性の同定式に周波数分解能に関係するパラメータが含まれることが原因

である．周波数分解能は周波数レンジとサンプリング点数の関係により一意的に決定され

るものであるため，モード特性は限られた周波数分解能で取得された FRFの離散データか

ら同定されることとなる．このことが問題となる場面としては，例えば，ある構造物を対

象にするときに周波数レンジあるいはサンプリング点数を変更する場面が挙げられる．周

波数レンジやサンプリング点数を変更するだけにもかかわらず，試験条件の変更前後で異

なるモード特性が同定されてしまい，同定値の信頼性が損なわれる問題が生じる． 

 一方，直線フィット法の同定式には周波数分解能に関係するパラメータが含まれておら

ず，FRFの実部と虚部の離散データを直線の式に当てはめてモード同定することから，周

波数分解能に依存することなくモード同定できると考えられる． 

そこで以下では，直線フィット法の同定理論を説明した後に，数値例により周波数分解

能が異なる条件のもとでモード特性を同定し，ハーフパワー法およびモード円適合法と同

定精度を比較することで，その有効性を示す．また，実際の実験モード解析において，直

線フィット法の利点を最大限に活かすことのできる場面を想定した数値例を示す． 
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2.2 周波数応答関数の定式化とモード特性 

本節では，対象とする振動系の運動方程式と FRFの定式化を行う．はじめに，有限要素

解析により N自由度の対象物の質量マトリックスM，減衰マトリックス C，剛性マトリッ

クス Kが得られているとすると，運動方程式は式(2.1)で表される．xは変位ベクトル，fは

外力ベクトルである．本研究で扱う減衰マトリックス C は質量マトリックス M と剛性マ

トリックス Kの線形結合で表されるクラスを対象とするが，本節では対象物の減衰特性を

構造減衰と仮定し，式(2.2)のようにモデル化する．なお，式(2.2)における α と β は未知の

係数である． 

 

 fKxxCxM    (2.1) 

 

  KMC 



1

 (2.2) 

 

式(2.1)の左辺第 2項を無視した不減衰系において，固有角振動数ωpと固有振動モードpを

求め，固有振動モードをまとめてモードマトリックスΦ とする．このとき，質量マトリッ

クスとモード質量マトリックスおよび剛性マトリックスとモード剛性マトリックスには，

式(2.3)の関係が成立する． 

 

 kKΦΦmMΦΦ  TT ,  (2.3) 

 

m はモード質量を対角成分に持つマトリックス，k はモード剛性を対角成分に持つマトリ

ックスである．いま，式(2.4)のように振幅の大きさ F，角振動数ωの調和外力が作用する

場合を考えると，式(2.1)の運動方程式は式(2.5)のように表される． 

 

 

   tje 


FKxxKMxM  
1

 (2.5) 

 tje 
Ff   (2.4) 
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式(2.5)の応答 xを振幅の大きさ Xと角振動数ωを用いて式(2.6)のように仮定し，さらに式

(2.7)のようにモードマトリックスΦ を用いて Xを表現すると，式(2.8)のようにモード座標

における運動方程式が得られる． 

 

 tje 
Xx   (2.6) 

 

 ΦqX   (2.7) 

 

    FΦqkkmm
T2   j  (2.8) 

 

式(2.8)における q は，モード座標における応答である．いま，p 次モードに着目すると，

その応答は式(2.9)のように表される．なお，mp，kpはそれぞれ p 次モードのモード質量，

モード剛性である． 

 

 
 pppp

p
p

kmjmk
q

 


2

T
F

 (2.9) 

 

入力点を e 番目の自由度，参照点を r 番目の自由度とした場合に，それぞれの自由度に対

応する p 次モード成分をe,p，r,pとし，N 次モードまで採用したときのコンプライアンス

Hr,e（=Xr/Fe）は式(2.10)のように表現される． 

 

 

 









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


 

ただし， 





2
p

pg  

(2.10) 

 

任意の振動数 f（=ω/2π）に対するコンプライアンスは式(2.11)のように表される．  
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   















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pepr
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jg
f
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k
fH

1
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2

,,

,

1



 (2.11) 

 

モード特性のパラメータは，p 次モードの固有振動数 fnp，構造減衰係数 gp，固有モードの

パラメータを含む項 (r,pe,p)/kpである．文献[32]では固有モードのパラメータを含む項を

留数と称しているので，本論文では，(r,pe,p)/kp を留数と呼ぶこととする． 
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2.3 従来法におけるモード特性同定の課題 

機械構造物の振動を低減する設計のために，対象物のモード特性の評価は重要である．

そのため，対象物を打撃加振，あるいは定常加振して得られる応答から，対象物の動特性

を把握する有効な方法として実験モード解析があり，その技術は十分に確立されている．  

一般的に，対象物が比較的小型で小さい加振力でも十分に固有振動モードを励起できる

場合には，対象物に加速度計を貼付け，インパクトハンマで打撃加振して FRFを取得する．

そして各共振峰近傍を抽出して 1自由度系と見なし，ハーフパワー法やモード円適合法で

モード特性を同定する．以下にハーフパワー法とモード円適合法におけるモード特性の同

定法をまとめ，それぞれの同定法そのものが誤差を生じると考え得る要因について簡単に

説明する． 

 

 ハーフパワー法[20-22] 

固有振動数はボード線図上で FRFの大きさ H の最大値
max

H の振動数とする．ピー

ク値を読み取れない場合は，共振峰近傍のある大きさ aH になる 2 点の振動数 fl_a，f h_a

の中央値 fnp=(f l_a +f h_a)/2とする． 

構造減衰係数はボード線図上で FRF の大きさの最大値
max

H の 21 倍になる 2 点の

振動数 fl_halfと f h_halfの差 fw_halfを求め，gp=fw_half / fnpの関係から同定する．ピーク値を読

み取れない場合は   nplhwp ffffg
2

_a_a
2

_half 2  の関係から同定する． 

 

 モード円適合法[20-22] 

固有振動数はナイキスト線図上で隣接するプロット間の距離が最大となる 2点の中

点とする． 

構造減衰係数はナイキスト線図上で固有振動数を挟んで隣接する 2点が円の中心点

からなす角 Δφを求め，gp =4Δf / (fnpΔφ)の関係から同定する．なお，Δf は周波数分解能

である． 

 

ハーフパワー法とモード円適合法では，モード特性の同定において固有振動数が周波数分

解能のどの位置にあるかが重要になる．この位置関係が原因となり，モード特性の同定で

困難を伴う場面について説明する．周波数分解能は実験モード解析における振動試験の条
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件として，周波数レンジとサンプリング点数の関係により決定される．したがってモード

特性は，限られた周波数分解能で取得された FRF の離散データから同定される． 対象物

そのものの減衰が小さい場合は，ボード線図における共振点近傍は非常に先鋭化しており，

周波数分解能の範囲でしかピーク値を読み取ることができない．そのためハーフパワー法

では，FRFの最大値を読み取るときに誤差を生じ，その値を利用して算出する減衰特性も

また誤差を生じる．またモード円適合法では，実用的な周波数分解能で描けるナイキスト

線図上で円を構成するためのデータが原点付近に集まることから，円適合の精度が低下す

る．そのため，モード円から得られるパラメータには誤差が生じ，結果として減衰特性の

同定誤差となる．以上の理由から，これらの同定法を実際に適用する際には，同定値が周

波数分解能に依存して変化し[40]，特に対象物の減衰が非常に小さい場合には，減衰特性

の同定値がばらつくことが知られている[27]． 

以上のように従来の同定法では，周波数分解能に依存するパラメータを用いてモード特

性を同定するため，振動試験の条件によって同定値がばらつくという課題があった． 
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2.4 直線フィット法の同定理論 

2.3 節で説明した課題を解決する方法として，河村らは直線フィット法[36]を開発した．

この方法では FRFの実部と虚部を連立させ，固有振動数と減衰特性を未知数とする方程式

を導出し，複数の測定周波数から方程式をまとめて最小二乗法により未知数を同定する．

以下に直線フィット法の同定理論を説明する． 

N自由度系のコンプライアンスHr,eのうち p次モードに着目した式(2.11)を，実部と虚部

の和で表現すると次式のようになる． 
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 (2.12) 

 

実部 Re{H
 p 

r,e( f )}と虚部 Im{H
 p 

r,e( f )}に分離すると次式のように表すことができる． 
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留数(r,pe,p)/kpを消去して整理すると，任意の振動数 f について次式の基礎方程式が成立す

る． 
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FRF上に設定した解析区間に含まれるデータ点数を l とし，その区間の振動数を f1 ~ flとす

ると，式(2.14)より次式のような l 個の方程式が成立する．なお，Aは l×2，xは 2×1，bは

l×1の行列である． 
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そして，Moore-Penrose の疑似逆行列 A+を用いた線形最小二乗法により，次式のように固

有振動数 fnpと構造減衰係数 gpを同定できる． 

 

 bAx
  (2.16) 

 

ただし，データ点数 l が 2 個の場合には逆行列 A-1を用いる．さらに，留数は式(2.15)で同

定した固有振動数 fnpと構造減衰係数 gpを用いて，次式により同定できる． 
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以上に説明した直線フィット法は，周波数分解能が異なる場合にも，FRFデータを直線近

似する関係上，従来の同定法に比べて高精度にモード特性を同定できることが特徴である．

なお，ここではヒステリシス減衰系のコンプライアンスを対象に式(2.14)を導出したが，モ

ビリティとアクセレランスにおいても成立する．また，比例粘性減衰を仮定した FRFにお

いても同様に導出できる． 
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2.5 周波数分解能が異なる場合のモード特性同定の有効性 

本節では，周波数分解能が異なる条件のもとでモード特性を同定し，ハーフパワー法お

よびモード円適合法と直線フィット法の同定精度を比較することで，その有効性を示す．

また，実際の実験モード解析において，直線フィット法の利点を最大限に活かすことので

きる場面を想定した数値例を示す．具体的には，鋼製のはりのように減衰が小さい対象物

の打撃試験において，測定ノイズの影響を低減するためにサンプリング時間を短くする場

面を想定し，周波数分解能が異なる条件下でも同定値が大きく変わらないことを示す． 

 

2.5.1 1自由度系の FRFを用いたモード特性同定の数値例 

実際の振動試験から取得される FRF は複数個の振動モードを伴う多自由度系であるが，

1 自由度法による同定では振動モードごとに共振峰近傍の離散データを抽出して 1 自由度

系として扱う．そのため，本項の数値例では 1自由度系の FRFを対象とする．なお，対象

物の減衰が小さい場合には，固有振動数が周波数分解能のどの位置にあるかが非常に問題

となるため，その位置も変化させる．また，同定法の違いによる同定値の比較をするので，

ここでは FRF にノイズは考慮せず，正しい FRF を対象とする．検証モデルのモード特性

を以下のように設定してコンプライアンスを算出した． 

 

 固有振動数     fnp = 50 Hz 

 構造減衰係数  gp = 5×10-3 （α=0.0，β=5×10-3） 

 留数   1/kp = 1×10-4 m/N 

 周波数分解能  Δf = 0.15625 Hz 

 周波数分解能と固有振動数の位置関係 パターン(a)，パターン(b) （図 2.1参照） 

 

図 2.1 は周波数分解能と固有振動数の位置関係を示している．検証モデルで算出した FRF

のコクアド線図，ボード線図，ナイキスト線図を図 2.2に示す．  

表 2.1 はハーフパワー法とモード円適合法，直線フィット法によるモード特性の同定結

果を示している．なお，同定では共振峰の最大値を含む 20 点の FRF データを使用した．

固有振動数はいずれの同定方法であっても十分精度よく同定できている．しかしながら構

造減衰係数は，ハーフパワー法およびモード円適合法では同定値が真値と大きく異なり，
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同定精度が悪いことが確認できる．上述したとおり，ここではノイズを含まない正しいFRF

を対象にしているため，これらの構造減衰係数の誤差は同定法による誤差である．ハーフ

パワー法では，ボード線図上でコンプライアンスの最大値をとる振動数を固有振動数とみ

なすことに起因する誤差，またコンプライアンスの最大値の 21 倍の大きさとなる振動数

を，離散的な測定データから近似的に求めることによる誤差が生じる．モード円適合では，

比較的減衰が小さいことに起因して円を構成するデータ点数が少なく，円の適合精度が低

下する．そのため，固有振動数を二つの周波数の中点としたこと，そしてそのようにして

求めた固有振動数を用いて同定したことに起因する．一方で直線フィット法では，FRFの

離散データが式(2.14)の基礎方程式を満足するため，固有振動数と構造減衰係数を精度よく

同定できている． 

 以上より，直線フィット法では周波数分解能が異なる条件のもとでモード特性を同定し

た場合でも，高精度に同定できることを確認し，同定法そのものの有効性を示した． 

 

  

(a) パターン(a) (b) パターン(b) 

図 2.1 周波数分解能と固有振動数の位置関係 
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(a) パターン(a) (b) パターン(b) 

図 2.2 検証モデルの FRF 

 

表 2.1 モード特性の同定結果 

Pattern 
half power method circle fit method linear fit method 

fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] 

(a) 50.04 5.911×10-3 49.96 5.775×10-3 50.00 5.000×10-3 

(b) 50.00 5.594×10-3 50.00 5.730×10-3 50.00 5.000×10-3 
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2.5.2 打撃試験を想定したモード特性同定の数値例 

実際の実験モード解析において，対象物の減衰が小さい場合は，加振による接触部の減

衰力が FRFの推定に悪影響を与えやすいため，インパクトハンマを用いた打撃試験が有利

である．例えば，鋼製のはりを対象とする場合には，小型の加速度計を貼付け，インパク

トハンマで打撃加振して FRFを取得するが，減衰が非常に小さいため標準的なサンプリン

グ時間内で加速度応答が十分に減衰しない．そのため，フーリエ変換により FRFを推定す

る段階で，漏れ誤差を生じる．一方，サンプリング点数を増やして長いサンプリング時間

を設定することは可能であるが，時間がたつにつれて加速度応答は小さくなるのに対し，

相対的に測定ノイズの割合が大きくなる．そのため，サンプリング時間を長くすると測定

ノイズの影響により FRFの推定精度が低下する問題が生じる． 

このような問題を回避するために，加速度応答に指数窓をかけて FRFを推定し，モード

同定後に指数窓の影響を補正する方法が一般的に使用される．指数窓の指数の大きさは，

サンプリング時間内で応答が減衰するように，適当に与えることができるため，例えば大

きな指数を設定して強制的に応答を減衰させ，サンプリング時間を短くすることも可能で

ある．サンプリング時間を短くする場合は，周波数分解能が粗くなるため，従来の同定法

ではモード特性同定の信頼性が低下する問題があったが，直線フィット法ではその問題が

生じないと考えられる． 

そこで，低減衰系を対象とした打撃試験でサンプリング時間を短くする場面を想定し，

モード特性を同定する数値例を示す．この場面は周波数分解能が異なる条件下でも同定精

度が大きく変わらないという直線フィット法の利点を最大限に活かすことのできる場面

といえる． 

以下では具体的な数値例について説明する．検証モデルのモード特性は，表 2.2 のよう

に低減衰特性を持つように構造減衰係数を設定した．また，計測条件を表 2.3 に示す．表

2.3のように周波数レンジを 1000 Hzと固定し，サンプリング点数を 16384 点と 8192点の

ように変更することで周波数分解能が 0.15625 Hz と 0.31250 Hz のように異なる条件を設

定した．この数値例においては，表 2.2 で設定した構造減衰係数が非常に小さい値である

ことから，表 2.3(a)，(b)，(c)に示すサンプリング時間内では応答が十分に減衰しない条件

となる．このままでは FRFに漏れ誤差が生じるため，加速度応答に指数窓をかけたデータ

から FRFを算出する．以下に，この数値例で確認する点をまとめる． 
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 表 2.3(a)，(b)に示すように，サンプリング時間が 6.4秒である場合に，指数 αの大きさが

α=0.4とα=0. 9のように設定し，指数 αの大きさが異なることによりモード特性の同定値

が変化するかどうかを確認する． 

 

 表 2.3(b)，(c)に示すように，サンプリング時間を 6.4 秒と 3.2 秒のように設定し，指数の

大きさを α=0. 9 とした場合に，周波数分解能が異なることによりモード特性の同定値が

変化するかどうかを確認する． 

 

この 2点の項目で，どちらの場合でも同定値が変化しないことを示すことができれば，実

際の実験モード解析で指数窓の指数の大きさと計測条件をある程度自由に設定しても，モ

ード特性の同定精度が変わらないので有効であるといえる． 

表 2(a)，(b)に対応する加速度応答を図 2.3 に，FRF を図 2.4 に示す．図 2.3 および図 2.4

において，黒線は検証モデルで指数窓をかけない場合の結果，図 2.3(a)と図 2.4(a)の赤線は

α=0.4 の指数窓をかけた場合の結果，図 2.3(b)と図 2.4(b)の青線は α=0.9 の指数窓をかけた

場合の結果である．これらの図から，指数窓をかけることにより，強制的に減衰が付加さ

れることがわかる．図 2.4(a)と図 2.4(b)を比較して指数窓の影響を確認すると，例えばパタ

ーン(a)では 1 次モードの大きさが 207.85 m/s2/N であるのに対し，パターン(b)では 1 次モ

ードの大きさが 129.16 m/s2/Nとなっており，指数 αが大きい方が共振峰は小さくなる．た

だし，この減衰の影響はモード同定後に補正することができる．したがって，図 2.4 の各

FRFからそれぞれモード特性が正しく同定され，それぞれの指数の大きさで補正されたと

すると，同定されるモード特性は表 2.2に示す真値と同一の値を示すことになる．ただし，

この数値例では多自由度系の FRFを使用するため，1自由度系を抽出しても対象外モード

成分が含まれることから完全な 1 自由度系とならないため，同定値が表 2.2 に示す真値と

一致しないことを断っておく． 

表 2.4(a)，(b)，(c)に計測パターンごとのモード特性の同定結果を示し，ハーフパワー法

とモード円適合法，直線フィット法で同定精度を比較する．固有振動数については表2.4(a)，

(b)，(c)より，各同定法において高精度に同定できているといえる．一方，構造減衰係数に

ついては，ハーフパワー法とモード円適合法ではパターンごとに同定値が変動し，表 2.2

の真値とは大きく異なることがわかる．まず，表 2.4(a)，(b)に着目すると，指数窓の指数
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の大きさが大きいほど同定値が真値に近くなり，同定精度が向上している．指数窓により

強制的に付加される減衰が大きいほど，ボード線図上で共振峰近傍の離散データの大きさ

の差が小さくなるため，ピーク値の 21 倍となる 2点の振動数の近似精度が向上したこと

によりハーフパワー法の同定精度が向上したと考えられる．また，付加される減衰が大き

いほどモード円を構成するプロットの数が増え，円の適合精度が向上したことにより，モ

ード円適合法の同定精度が向上したものと考えられる．次に，表 2.4(b)，(c)に着目すると，

周波数分解能が粗いパターン(c)の同定精度が高い結果となった．この原因は周波数分解能

が粗くなったことで本来はピークの 21 倍になる2点の振動数の差を読み取る誤差が大き

くなるが，この数値例ではその差が偶然に小さくなり，パターン(b)よりも構造減衰係数の

値が真値に近くなったことを確認した．また，モード円適合法については，パターン(b)，

(c)で円の適合精度にはさほど差がなかったが，同定式からもわかるように，周波数分解能

が粗いパターン(c)の同定値が大きくなり，パターン(b)より誤差が大きくなった．対照的に

直線フィット法ではすべてのパターンで同定値の差が小さかった．この数値例では多自由

度系の FRFを扱ったが，共振峰同士が離れているため，FRFの離散データが式（2.14）の

基礎方程式を満足しやすく，固有振動数と構造減衰係数を精度よく同定できたと考えらえ

れる． 

以上のように，指数窓による強制的な減衰の付加があり，かつ周波数分解能が異なる条

件でも，直線フィット法ではモード特性の同定値のばらつきが小さいことを示した．鋼製

のはりのように，減衰が小さい構造物を対象に打撃試験を実施してモード特性を同定する

場面で，指数窓の指数の大きさと計測条件をある程度自由に設定しても同定値がばらつか

ず，有効であることを把握した．  

 

表 2.2 検証モデルのモード特性 

Mode order fnp [Hz] gp [-] (r,pe,p)/kp [m/N] 

1   51.9218 2.000×10-3 9.3959×10-6 

2  145.0391 9.000×10-4 1.2041×10-6 

3  279.9609 8.000×10-4 3.2318×10-6 
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表 2.3 計測条件 

Pattern 
Sampling points 

N [-] 

Frequency range  

Fs [Hz] 

Sampling time 

T [sec] 

Frequency 

resolution 

Δf [Hz] 

Exponent 

α [-] 

(a) 16384 1000 6.4 0.15625 0.4 

(b) 16384 1000 6.4 0.15625 0.9 

(c)  8192 1000 3.2 0.31250 0.9 

 

    

(a) パターン(a) 

 

  

(b) パターン(b) 

図 2.3 検証モデルの加速度応答 



30 

 

 

   

(a) パターン(a) 

 

   

(b) パターン(b) 

図 2.4 検証モデルの FRF 
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表 2.4(a) パターン(a)におけるモード特性の同定結果 

Mode 

order 

half power method circle fit method linear fit method 

fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] 

1 51.8750 3.1248×10-3 51.9531 2.8096×10-3 51.9221 2.0011×10-3 

2 145.0000 1.1668×10-3 145.0781 1.2094×10-3 145.0387 8.9972×10-4 

3 280.0000 8.7750×10-4 279.9219 9.2833×10-4 279.9600 7.9958×10-4 

 

表 2.4(b) パターン(b)におけるモード特性の同定結果 

Mode 

order 

half power method circle fit method linear fit method 

fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] 

1 51.8750 2.5723×10-3 51.9531 2.5392×10-3 51.9223 2.0017×10-3 

2 145.0000 1.0706×10-3 145.0781 1.1141×10-3 145.0382 8.9986×10-4 

3 280.0000 8.4742×10-4 279.9219 8.9394×10-4 279.9589 7.9896×10-4 

 

表 2.4(c) パターン(c)におけるモード特性の同定結果 

Mode 

order 

half power method circle fit method linear fit method 

fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] 

1 51.8750 2.4884×10-3 52.0312 4.7258×10-3 51.9223 2.0048×10-3 

2 145.0000 9.9377×10-4 145.1563 1.9231×10-3 145.0383 8.9840×10-4 

3 280.0000 8.2971×10-4 279.8438 1.2752×10-3 279.9590 7.9887×10-4 
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2.6 結言 

本章では，モード特性同定の基礎理論となる直線フィット法を説明するとともに，従来

のモード特性同定法の課題を示した．また，直線フィット法の利点を最大限に活かすこと

ができる場面を想定した数値例により，その有効性を示した．得られた知見は以下のとお

りである． 

 

 直線フィット法は FRFの実部と虚部を連立させ，固有振動数と減衰特性を未知数とす

る方程式を導出し，最小二乗法により未知数を同定するものである． 

 

 1自由度系の FRFを用いた数値例では，直線フィット法の同定値が周波数分解能に依

存して変化せず，特に低減衰系を対象とする場合に減衰特性の同定値がばらつくとい

う従来の同定法の課題を解決できることを示した． 

 

 同定値が周波数分解能に依存して変化しないという利点を活かす場面の数値例とし

て，減衰が小さい対象物の打撃試験を想定した実験モード解析を実施した．ここでは，

測定ノイズの影響を低減するためにサンプリング時間を短くする場面を設定し，周波

数分解能が異なる条件下でモード特性を同定した．直線フィット法の同定値は，従来

法よりばらつかず，高精度に同定できることを確認した． 

 

以上の検討により，直線フィット法の有効性を示すことができたので，次章以降ではこ

の同定理論をさらに改良するとともに，新しい実験モード解析法の展開を考える． 
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第3章 近接モードの成分を考慮した一般構造物のモード特性同定 

 

3.1 緒言 

実験モード解析の方法は 1自由度法と多自由度法に大別され，それぞれ数多くの研究か

らそれらの技術は十分に確立されており[20-22]，広く運用されている[103]．例えば，1 自

由度法としてはハーフパワー法やモード円適合法があり[35,56]，多自由度法としては偏分

反復法[37]， Least square complex frequency 法[38]，Poly-reference least squares complex 

frequency domain 法[39]，部分空間同定法[40]がある．近年では蟻コロニー最適化を利用し

た方法[41]や，動的モード分解を機械システムのモード同定に適用した方法[42]が提案され

た．1自由度法は周波数領域で行われることが多く， FRFの各共振峰を 1自由度系とみな

してモード特性を同定する方法である．多自由度法を容易に利用できる環境であれば，あ

えて 1自由度法を用いる場面は少ないと考えられるが，把握している限りでは多自由度曲

線適合プログラムが FFT アナライザーに標準装備されているものは少なく，実際にモノづ

くりの設計開発の現場ではハーフパワー法やモード円適合法でモード特性を同定してい

る場合も少なからずある[58,63,64]．通常，1 自由度法は多自由度法に比べて同定精度は劣

るが，解析手法の簡便性や低コストで導入できることから近年でも必要に応じて利用され

ている[67-70]．さらに，従来の 1 自由度法に代わる新たな同定法の開発も行われている．

Gu らは比例ヒステリシス減衰を仮定した 1 自由度系の FRF 理論式に基づく非線形最小二

乗法を提案した[75]．河村らは，比例ヒステリシス減衰および比例粘性減衰を仮定した 1自

由度系の FRFの実部と虚部を連立することで，固有振動数と減衰特性を未知数とする線形

方程式を導出し，線形最小二乗法によって未知数を同定する方法を提案した[36]．前章で

は，対象とする振動モードが卓越する振動系のモード同定において，周波数分解能に起因

する従来の 1自由度法の問題を直線フィット法により解決できることを示した．これによ

り同定法そのものの有効性を確認したが，各振動モードが近接する場合にも良い同定結果

を得ることができるように適用範囲を拡大し，その有効性を示すことができれば有用であ

ると考えられる．従来の 1自由度法は，解析区間に同定対象としないモード成分の影響が

ある場合でもその成分を無視して同定するのに対して，直線フィット法では，同定対象と

しないモード成分を剰余質量・剰余剛性として近似して同定する方法が提案されている

[36]．しかしながら，本来剰余質量・剰余剛性は同定対象としないモードが対象モードの固
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有振動数から十分に離れていることを仮定してモデル化されており，対象モードの固有振

動数に近接して存在する対象外のモード成分を適切に近似したものではない．その他，対

象外モード成分を級数展開して剰余項をモデル化する方法も提案されているが，その検証

では比較的モード同士が卓越した振動系を対象としており[76]，近接モードが存在する場

合の有効性は不明である．このような背景から，近接モードが存在する解析区間において

高精度にモード特性を同定できる 1自由度法はいまのところないといえる． 

そこで本章では，従来の 1自由度法を適用する場合と同様の測定データで，より適用範

囲の広い 1自由度法を提案することを目的に，比較的モードが近接する FRFを対象とする

場合にも，モード特性を精度よく同定できる 1自由度法について検討する．ただし，モー

ド指示関数[104]により共振峰を判定できる範囲とする．具体的には，FRFの実部と虚部の

両方において，対象外のモード成分を振動数に関する多項式で近似して，直線フィット法

の同定理論に導入する．そしてその多項式の適切な次数を理論的なアプローチで定める．

以上のようにして構築した同定手法を，数値例によって検証する．そのため比較的高減衰

でモードが近接する検証モデルを取り上げ，FRFの真値を用いてモード特性の同定を行い，

提案手法の妥当性を検証する．次に，実際の同定を模擬するため，ノイズを含んだ FRFデ

ータを用いてモード特性を同定し，提案手法の適用性を検証する． 

 

3.2 近接モード成分に起因する同定の問題点 

提案されている直線フィット法の基礎方程式は，同定対象モードの成分のみから構成さ

れているので，FRFに同定対象外のモード成分が含まれる場合，それらの成分を対象モー

ド成分と分離して同定することはできない．そこで，対象外モード成分の挙動を把握し，

対象モード成分から構成される基礎方程式に付加する剰余項を振動数に関する多項式に

より近似することで，線形最小二乗法の適用を可能にする方法を検討する．1 自由度法を

適用する解析区間における対象外モード成分の挙動を具体的に説明するため，数値例とし

て図 3.1のようにモードが近接した 3自由度系の FRFを取り上げる．この数値例は，これ

までに実測した FRF を参考に，固有振動数と留数のパラメータを適当に与えたものであ

る．同定対象モードを固有振動数 fnpが 80 Hz の 2 次モードとし，その FRF を青色実線で

示す．また解析区間を縦破線で示す．図 3.1 のように対象外のモードが近接している場合
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は，赤色実線の対象外モード成分が解析区間に有意に含まれ，完全な 1 自由度系にならな

いことから従来の 1 自由度法では同定精度が悪くなる．  

ここで，同定対象の p次モード（この数値例では p=2）の FRF H
(2) 

r,e ( f )の実部 Re{H
(2) 

r,e ( f )}，

虚部 Im{H
(2) 

r,e ( f )}を図 3.2(a)，全体の FRF Hr,e( f )の実部 Re{Hr,e( f )}，虚部 Im{Hr,e( f )}を図

3.2(b)，対象外モード成分の実部を A( f )，虚部を B( f )として図 3.2(c)に示す．図 3.2(a)，(c)

の大きさを比較すると，解析区間において実部と虚部のそれぞれに含まれる対象外モード

成分は無視できず，対象モードのモード同定に悪影響を及ぼすことが予想される．  

 

 

図 3.1 モードが近接する 3自由度系の FRFと解析区間 
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(a) 同定対象モードの FRFの実部と虚部 

  

(b) 全体の FRFの実部と虚部 

  

(c) 対象外モード成分の実部と虚部 

図 3.2 モードが近接する 3自由度系の FRFの例 
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3.3 近接モード成分を考慮した同定法 

前節では解析区間において実部と虚部のそれぞれに含まれる対象外モード成分は無視

できないことを説明した．そこで本節では，同定対象の p次モードの FRF H
(p) 

r,e ( f )と全体の

FRF Hr,e( f )，対象外モード成分の実部 A( f )と虚部 B( f )の関係から，p次モードのモード特

性を同定する方法を提案する． 

 

3.3.1 対象外モード成分を考慮した従来の直線フィット法 

本項では，図 3.1 と図 3.2 のようにモードが近接する場合にも高精度にモード特性を同

定できる方法を提案するため，実部と虚部の対象外モード成分を振動数 f に関する多項式

により近似し，これを直線フィット法の基礎方程式に導入する．まず図 3.2(c)のような対

象外モード成分の実部，虚部をそれぞれ A( f )，B( f )とする． 

次に図 3.2(b)のような全体の FRF Hr,e( f )の実部 Re{Hr,e( f )}，虚部 Im{Hr,e( f )}から対象外

モード成分の実部 A( f )，虚部 B( f )をそれぞれ差し引き，同定対象の p次モードのみの 1自

由度系の FRFを考えると次式のようになる． 
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(3.1) 

 

留数(r,pe,p)/kpを消去して整理すると，提案法の基礎方程式は次式のようになる． 
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式(3.2)の左辺第 3項 A( f ) gpと第 4項 B( f )( 1- f 2 / fnp
 2)が提案法における剰余項となる．本

研究では，A( f )，B( f )を振動数 f に関する多項式で表現するときに，妥当な多項式の次数
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を一般的な振動系に対して定める方法を提案する．その詳細は次節以降で説明する．なお，

同定対象のモードが存在する周波数範囲から隣のモードが十分に離れている場合には，剰

余質量 S と剰余剛性 Z を用いて剰余項を表す方法が一般的に使用されており[20,32]，この

場合は式(3.2)において A( f )を-1/( f 2S)+1/Zとし，B( f )を無視することで基礎方程式が次式

のように導かれる． 
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3.3.2 対象外モード成分の厳密な表現 

図 3.3のように同定対象の p次モードと，その低次側（添え字 L），高次側（添え字H）

の振動モードを考え，解析区間における剰余項の挙動を把握し，妥当な多項式の次数を定

める方法について検討する．本節ではモデルの概要をまとめる． 

 

  低次側の固有モード；固有振動数 fnL，留数RL，構造減衰係数 gL 

  高次側の固有モード；固有振動数 fnH=βfnL，留数RH=γRL，構造減衰係数 gH=μgL 

  低次側と高次側の固有振動数の比；β (β>1) 

  低次側と高次側の留数の比；γ 

  低次側と高次側の構造減衰係数の比；μ 

  解析区間；fnL ～ fnH 

  解析区間内の任意の振動数；f={α(β-1)+1}fnL (0≦α≦1) 

 

以上の関係を式(2.12)に代入すると，低次側と高次側の振動モードの FRF H
(L) 

r,e ( f )と H
(H) 

r,e ( f )

は，それぞれ次式のように αに関する式で表現できる． 
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図 3.3 対象外モード成分を表現する 3自由度系モデル 

 

式(3.4)および(3.5)の実部と虚部を用いて，対象外モード成分の実部 A( f )と虚部 B( f )は，そ

れぞれ次式のように αに関する式で表現できる． 
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式(3.6)と(3.7)から解析区間における対象外モード成分は，解析区間内の任意の振動数を表

す α，低次側の振動モードと高次側の振動モードの固有振動数の比を表す β，留数の比を

表す γ，構造減衰係数の比を表す μの，4つの変数によって表現できる． 

ここでは，この A( f )と B( f )を次式のように振動数 f に関する多項式で表現することと

し，最適な多項式の次数を一般的な振動系に対して定める方法を提案する． 
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ただし，iは多項式の次数であり，mは最大次数である． 
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3.3.3 直線フィット法の基礎方程式における近接モードの挙動把握と近似多項式の 

次数決定 

式(3.2)において剰余項は左辺第 3項 A( f ) gpと第 4項 B( f )(1-f 2/fnp
2)である．第 3項は A( f )

と gpの積となるため A( f )と挙動は同じであり，大きさが変わるのみである．一方で，第 4

項は B( f )と(1-f 2/fnp
2)の積となるため単純に B( f )の大きさが変わるだけではなく，f 2がかけ

られた挙動になる．以下では(1- f 2/ fnp
2)を C ( f )とする．図 3.4に C ( f )の挙動を示す． 

 

 

図 3.4 C ( f )の挙動 

 

図 3.4 のように C ( f )は f=0 のときに頂点となり，同定対象モードの固有振動数 fnpによ

ってその傾きが変化する 2次関数である．また直線フィット法の基礎方程式では，採用デ

ータ点数と周波数分解能により解析区間が決定されるため，この関数上で使用される周波

数領域は一部分となる．よって解析区間において C ( f )は単純な 2 次関数として扱うこと

ができない場合がある．そこで，式(3.2)の第 4 項の挙動を把握するために同定対象モード

の固有振動数を，新たに fnp = η fnL （ただし，1<η<β）と定義して図 3.3 のモデルの関係を

考慮すると，第 4項は次式のように表現される． 
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ここで β=2，γ = 1，μ=1のときの，実部に関する対象外モード成分 A(α)gpの挙動を図 3.5，

虚部に関する対象外モード成分 B(α)C(α)の挙動を図 3.6 に示す．また β=2，γ = -1，μ=1 の

ときの A(α)gpの挙動を図 3.7，B(α)C(α)の挙動を図 3.8 に示す．このように値を設定した理

由は，同定対象のモードに対して両脇に存在する対象外モード成分の挙動を把握しやすく

するためである．図 3.6 と図 3.8 については同定対象モードの固有振動数 η fnLの変化によ

り，B(α)C(α)の挙動が異なることが予想されるため，η=1.2，1.4，1.6，1.8のときの結果を

示す．図 3.5 (a)と図 3.7(a)は A(α)gpの挙動，図 3.5 (b)と図 3.7(b)は A(α)gpの 1階微分，図 3.5 

(c)と図 3.7(c)は 2階微分の挙動を表す．また，図 3.6 (a)と図 3.8(a)は B(α)C(α)の挙動，図 3.6 

(b)と図 3.8(b)は B(α)C(α)の 1階微分，図 3.6 (c)と図 3.8(c)は 2階微分の挙動を表す．さらに

図 3.5~3.8 の (d)の上段は図 3.5~3.8 の(b)における極値，下段は図 3.5~3.8 の(c)における変

曲点の有無を 1と 0 で表現したもので，図 3.5～3.8(b)，(c)において値の符号が変わるとき

に 1をカウントするものである． 

また，図 3.5～3.8 においては α=0のとき低次側の振動モードの固有振動数，α=1のとき

高次側の振動モードの固有振動数となる．そのため，0≦α<0.2の範囲は低次側のモードが

卓越し，0.8<α≦1は高次側のモードが卓越すると考えられる．必ずしもモードが近接して

いる場合ではないが，対象外モード成分が含まれる FRFを対象として同定する場合に，対

象モードの同定精度をある程度保証できる解析区間は谷の間の区間であるという考察を

している[105]．そこで本研究でも，同定対象モードの低次側と高次側の谷の間がそのモー

ドが卓越する区間と考える．一般的に FRFの式上で谷を表すことができないため，ここで

は同定対象のモードが卓越する区間を 0.2≦α≦0.8と考え，その区間の挙動を確認する．区

間をこのように考えることは，図 3.5(a)および図 3.7(a)において α=0 と α=1 近傍に現れる

A(α)gpの極値を考慮しないことになるが，α=0 と α=1 近傍は両隣のモードが卓越する区間

であるため，実際に同定する場合の解析区間を谷の間の区間とすると，剰余項を 2次関数

や 3 次関数で近似できない範囲は必然的に除外されることを意味している．以下に A(α)gp

と B(α)C(α)の両者から確認した挙動をまとめる．  

 

 留数の比 γが正である場合（図 3.5，図 3.6） 

A(α)gpとB(α)C(α)の両者ともに，解析区間に極値を持たず，変曲点が 1つ存在する．この

条件を満たすような α に関する多項式は 3 次関数以上である．したがって，式(3.2)の基
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礎方程式におけるA ( f )gp + B( f )C( f )は，振動数 fに関する 3次関数以上の多項式で近似

できるといえる． 

 

 留数の比 γが負である場合（図 3.7，図 3.8） 

A(α)gpとB(α)C(α)の両者ともに，解析区間に極値を 1つ持ち，変曲点が存在しない．この

条件を満たすような α に関する多項式は 2 次関数以上である．したがって，式(3.2)の基

礎方程式におけるA ( f )gp+ B( f )C( f )は，振動数 fに関する 2次関数以上の多項式で近似

できるといえる． 

 

 B(α)C(α)の挙動と γおよび ηの関係 

低次側と高次側のモードの留数の比である γについて，図 3.6では γ = 1とし，図 3.8では

γ = -1として B(α)C(α)の挙動が ηの値によって変化しないことを把握した．また，γのと

りうる範囲を広げて-1000≦γ≦1000とした場合においても成立することを確認した． 

 

 A(α) gpおよびB(α)C(α)の挙動と μの関係 

低次側と高次側のモードの構造減衰係数の比である μ を適当に設定した場合の A(α)gp

および B(α)C(α)の挙動は，図 3.5~ 3.8と同様の挙動を示すことを確認した． 

 

以上より，式(3.2)の基礎方程式における第 3項 A ( f )gp と第 4項 B( f )C( f )の挙動を理論モ

デルから把握した．ここで A ( f )と B( f )は式(7)に示すようにそれぞれ実部と虚部における

対象外モード成分を意味するが， 式(3.2)の基礎方程式において固有振動数と構造減衰係数

を同定するうえでは，剰余項としてまとめることができる．そのため A ( f )gp + B( f )C( f )

は，剰余項を近似できる最小次数の多項式として 3次関数を考慮するべきであると考えら

れる．したがって A ( f )gp + B( f )C( f )を新たに X ( f )と定義して式(3.2)を次式のように書き

換えて提案法の基礎方程式とする． 
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(a) A(α)gp (b) ∂{A(α)gp}/∂α 

 
 

(c) ∂2{A(α)gp}/∂α2 (d) 極値と変曲点のカウント 

図 3.5 A(α)gpの挙動（β = 2, γ = 1 and μ=1） 

  

(a) B(α)C(α) (b) ∂{B(α)C(α)}/∂α 

 
 

(c) ∂2 {B(α)C(α)}/∂α2 (d) 極値と変曲点のカウント 

図 3.6 B(α)C(α)の挙動（β = 2, γ = 1 and μ=1） 
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(a) A(α)gp (b) ∂{A(α)gp}/∂α 

 
 

(c) ∂2{A(α)gp}/∂α2 (d) 極値と変曲点のカウント 

図 3.7 A(α)gpの挙動（β = 2, γ = -1 and μ=1） 

  

(a) B(α)C(α) (b) ∂{B(α)C(α)}/∂α 

 
 

(c) ∂2 {B(α)C(α)}/∂α2 (d) 極値と変曲点のカウント 

図 3.8 B(α)C(α)の挙動（β = 2, γ = -1 and μ=1） 
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3.4 数値例による提案法の適用性検証 

前節において，提案法の剰余項 X ( f )=A ( f )gp + B( f )C( f )を近似できる最小次数の f に関

する多項式は，3 次関数であることが示された．本節では，数値例によってその妥当性と

適用性を検証する．なお，以下の 3.4.2 項ではノイズを考慮しない場合，3.4.3 項ではノイ

ズを考慮する場合の数値例とし，それぞれ留数の比が正負の場合の検証モデルを扱う．こ

れに伴い，それぞれのモデルにおいて目安とする最適な解析区間が異なるため，それぞれ

の項で提案法の有用性について考察することは難しい．そこで，これらの結果をもとに

3.4.4項にて提案法の有用性について総合的に考察し，実際の同定指針を提示する． 

 

3.4.1 検証モデル 

はじめに具体的な検証モデルを定義する．このモデルは単点入力単点参照の 10 自由度

系であり，FRFとしてコンプライアンスを採用する．各モードのパラメータは，これまで

に実測した FRFを参考に，表 3.1に示すように適当な値を設定した．そのため本研究では，

これを標準的な検証モデルとし，本モデルに対して得られた同定のための指針を，実際に

同定を行う際の指針として提示する．ここで，同定の対象を 5次モードとし，その低次側

と高次側の留数の比が正と負の場合における提案法のモード同定の妥当性と適用性を検

証するため，一例として 6 次モードの留数を±3.5000×10-4 m/N と設定する．なお，構造減

衰係数 gpは全てのモードで一律に 4.00×10-2と比較的大きな値とする．また，周波数分解能

は 0.25 Hzとする．  

提案法の妥当性を検証するため，測定ノイズを考慮しない真値の FRF Hthe( f )と，実際の

適用性を検証するため，測定ノイズを考慮する FRF Hexp( f )を作成する．測定ノイズを考慮

する FRF Hexp( f )は，真値の FRF Hthe( f )の実部と虚部それぞれの最大値に対して平均値 0，

標準偏差をある一定値とする乱数を掛け算したものとし，真値の FRF Hthe( f )の実部と虚部

にそれぞれ加算することで作成する．FRF Hexp( f )は次式により算出する． 
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表 3.1 検証モデルのパラメータ 

Mode order 

p 

Natural frequency 

fnp [Hz] 

Residue 

(r,pe,p)/kp [m/N] 

1 23.0000 -2.5000×10-4 

2 35.0625 -3.0000×10-4 

3 55.5000 -2.0000×10-4 

4 80.2500 -3.0000×10-4 

5 83.1250 -4.0000×10-4 

6 86.5000 ±3.5000×10-4. 

7 95.1875 -8.0000×10-5 

8 101.0000 -1.0000×10-4 

9 111.0000 -8.5000×10-5 

10 118.2500 -1.5000×10-4 

 

ここで，rand は[-1,1]の範囲の一様な乱数，SD は標準偏差を表す．この付与形式は応答の

時系列データの最大値に標準偏差の乱数を掛け算したものに相当する．なお，本論文では

実測した FRFを再現するために SDを 0.03に設定した．この SDの大きさは実測した FRF

を参考に設定したものであり，標準的なノイズレベルと考えることができるため，本研究

で示す同定指針は実際に提案法を使用する場合の同定指針として提示できると考える． 

同定対象モードの低次側と高次側の留数の比が正の場合の FRF を図 3.9，負の場合を図

3.10に示す．図 3.9 (a)および図 3.10(a)は全体の FRFであり，真値の FRF Hthe( f )を灰色で，

測定ノイズを考慮する FRF Hexp( f )を黒色で示す．図 3.9 (b)および図 3.10(b)は解析対象であ

る 5次モード付近の FRFであり，それぞれ図 3.9(a)と図 3.10(a)を拡大したものである．図

3.9および図 3.10の(c)，(d)はそれぞれ実部と虚部であり，同定対象のモードを青色の実線，

対象外モード成分を赤色の実線で示す．また(e)は剰余項 X( f )である．留数の比が正の場合

は，図 3.9(e)より剰余項が 3 次関数のような挙動を示すことがわかる．一方，留数の比が

負の場合は，図 3.10(e)より 2次関数のような挙動を示すことがわかる． 

モード特性の同定の際には，解析区間を変えながら未知数を同定する．図 3.9 および図

3.10の(b)～(e)において，解析区間の例として，最も狭い区間である 0.25 Hz を水色の破線，
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同定対象モードの共振周波数から最も近接するモードとの間に形成される谷まで左右対

称に設けた区間を灰色の破線，低次側あるいは高次側のモードの最大値までの区間を最大

解析区間として黒色の破線で示す．灰色の破線で示した範囲は，既に 3.3.3項で述べたよう

に最適な解析区間の目安であり，図 3.9の場合は 3.75 Hz, 図 3.10の場合は 2.75 Hzである．

なお，本研究ではモード指示関数に FRF の虚部の絶対値を採用し，共振周波数と谷の周波

数を特定する． 
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(a) ゲイン (b) ゲイン（5次モード付近の拡大図） 

  

  

(c) 実部（5次モード付近の拡大図） (d) 虚部（5次モード付近の拡大図） 

  

 

(e) 剰余項（5次モード付近の拡大図） 

 

図 3.9 留数の比が正の場合の FRF 
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（a）ゲイン (b) ゲイン（5次モード付近の拡大図） 

  

  

(c) 実部（5次モード付近の拡大図） (d) 虚部（5次モード付近の拡大図） 

  

 

(e) 剰余項（5次モード付近の拡大図） 

 

図 3.10 留数の比が負の場合の FRF 
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3.4.2 提案法の妥当性検証 

本項では，測定ノイズを考慮しない FRF の真値を用いて，提案法の妥当性を検証する．

具体的には，剰余項を考慮しない方法（Original），剰余剛性と剰余質量を用いて表現する

方法（Conventional），振動数 f に関する 2 次関数で表現する方法（X2）および 3 次関数で

表現する方法（X3）によりモード特性を同定する．なお，FRFの真値を用いても，同定の

過程で近似が入るので，同定結果が真値に一致することはないが，剰余項を適切に近似す

ることで妥当な同定結果が得られることを示す． 

 

 対象モードの低次側と高次側の留数の比が正の場合 

留数の比が正である図3.9のFRFの5次モードを対象にモード特性を同定する．ここで，

解析区間の広さが異なる場合の固有振動数と構造減衰係数の同定値の変化を図 3.11 に示

す．なお，図 3.9(b)と同様に，解析区間の広さを破線で示す．本研究における解析区間の設

け方は，FRF の虚部の絶対値から把握した同定対象モードの共振周波数から，低周波数側

と高周波数側に対称に採用データ点数を増やしていくため，2 点ずつ解析区間が広がって

いく．そのため，図 3.11の横軸は 0.25 Hz（採用データ点数 2点）に始まり，0.5 Hzずつ増

加していく． 

図 3.11(a)，(b)より，解析区間の広さが異なる場合において，剰余項を 3次関数で表現す

る方法の固有振動数と構造減衰係数の同定値は，解析区間が 3.75 Hz 以下では真値に近く

なるが，解析区間が広くなるに伴って真値から離れていくことがわかる．これは，解析区

間が広くなるに伴って剰余項の近似が難しくなることを意味している．比較的精度良く同

定できる解析区間は，図 3.9(b)より同定対象の 5 次モードとその低次側および高次側のモ

ード間に形成される谷の間の区間の 3.75 Hzであることが確認でき，3.3.3項で述べたよう

に最適な解析区間の目安とした区間である．また，このとき剰余項が 3 次関数のような挙

動を示していることが図 3.9(e)より確認できる．解析区間が 3.75 Hzのときの固有振動数と

構造減衰係数の同定値を表 3.2 に示す．黄色で色付けしている部分が提案法の同定結果で

ある．表 3.2 より，固有振動数の同定精度は，剰余項を 2 次関数で表現する方法が最も良

いことがわかる．ただし，剰余項を 3次関数で表現する提案法においても十分な精度で同

定できている． 
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また，構造減衰係数については，3 次関数で表現する方法が最も精度良く同定できるこ

とがわかる．  

以上より，解析区間を同定対象モードの共振周波数から最も近接するモードとの間に形

成される谷まで左右対称に設けた区間とした場合に，剰余項を振動数に関する 3次関数で

表現する提案法により，固有振動数と構造減衰係数の両方を比較的精度良く同定できるた

め，提案法の妥当性が示された． 

 

  

(a) 固有振動数 (b) 構造減衰係数 

図 3.11 モード特性の同定結果  

 

表 3.2 同定値（解析区間；3.75 Hz） 

 fnp [Hz] gp [-] 

Exact value 83.1250 4.0000×10-2 

X( f )=0（Original） 83.4973 1.0099×10-1 

X( f )=x0+ x2 f 2（Conventional） 83.2074 2.2845×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2（X2） 83.1533 2.2839×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2+ x3 f 3（X3） 83.1843 3.7767×10-2 
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 対象モードの低次側と高次側の留数の比が負の場合 

留数の比が負である図 3.10 の FRF の 5 次モードを対象にモード特性を同定する．ここ

で，解析区間の広さが異なる場合の固有振動数と構造減衰係数の同定値の変化を図 3.12に

示す．なお，図 3.10(b)と同様に，解析区間の広さを破線で示す． 

図 3.12(a)，(b)より，解析区間の広さが異なる場合において，剰余項を 3次関数で表現す

る方法の固有振動数と構造減衰係数の同定値は，解析区間が 2.75 Hz 以下では真値に近く

なるが，解析区間が広くなるに伴って真値から離れていくことがわかる．比較的精度良く

同定できる解析区間は，図 3.10(b)より同定対象の 5次モードとその低次側のモード間に形

成される谷まで区間を左右対称に設けた場合の 2.75 Hzであることが確認でき，3.3.3項で

述べたように最適な解析区間の目安とした区間である．また，このとき剰余項が 2次関数

のような挙動を示していることが図 3.10(e)より確認できる．解析区間が 2.75 Hz のときの

固有振動数と構造減衰係数の同定値を表 3に示す．黄色で色付けしている部分が提案法の

同定結果である． 

表 3.3 より，固有振動数と構造減衰係数の同定精度は，剰余項を 2 次関数で表現する方

法が最も良いことがわかる．これは，剰余項が 2次関数のような挙動を示していることが

図 3.10(e)より確認できるため妥当な結果であると考えられる．一方，3 次関数として表現

する提案法の同定精度は若干劣るが，2 次関数で表現する場合との差は非常に小さく，十

分な精度であることがわかる． 

以上より，解析区間を同定対象モードの共振周波数から最も近接するモードとの間に形

成される谷まで左右対称に設けた区間とした場合に，剰余項を振動数に関する 3次関数で

表現する提案法によっても，固有振動数と構造減衰係数の両方を比較的精度良く同定でき

るため，提案法の妥当性が示された． 
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(a) 固有振動数 (b) 構造減衰係数 

図 3.12 モード特性の同定結果  

 

表 3.3 同定値（解析区間；2.75 Hz） 

 fnp [Hz] gp [-] 

Exact value 83.1250 4.0000×10-2 

X( f )=0（Original） 81.9590 3.3647×10-1 

X( f )=x0+ x2 f 2（Conventional） 84.0342 2.4240×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2（X2） 83.0223 4.0192×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2+ x3 f 3（X3） 83.0064 3.9707×10-2 
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3.4.3 提案法の適用性検証 

本項では，実験を想定して測定ノイズを考慮した FRFを用いて，提案法の適用性を検証

する．なお，測定ノイズの大きさは 3.4.1 項で示したように，式(3.11)において SD=0.03 の

乱数を利用する． 

 

 対象モードの低次側と高次側の留数の比が正の場合 

図 3.13(a)，(b)から，剰余項を 3次関数で表現する方法は，解析区間を狭く設定する場合

には真値と差が大きく，解析区間が広くなるに伴って徐々に真値に近づき，再び真値から

離れていくことがわかる．図 3.13(a)より，固有振動数については同定値が真値から最も離

れている場合にも，その差は 0.5 Hz程度であるため問題はないと考えられる．一方，特に

同定の難しい構造減衰係数の同定値については図 3.13(b)より，解析区間が 3.75 Hz の場合

に真値に最も近いことがわかる． 

測定ノイズを考慮しない場合の図 3.11(a)，(b)と比較すると，剰余項を考慮しないOriginal 

の同定値はなめらかな変化をしており，ノイズの付与前後で同定値の傾向が変わらないが，

同定値は真値からずれている．一方，剰余項を多項式で表現するその他の方法は同定値が

若干変動しているが，解析区間 3.75 Hz 以上では測定ノイズを考慮しない場合と同様の傾

向を示しており，構造減衰係数の同定値は 3 次関数で表現する場合は最も真値に近いこと

がわかる．このような挙動を示す点は，測定ノイズが同定値に及ぼす影響と剰余項の近似

が同定値に及ぼす影響にトレードオフの関係があるものと考えられる．解析区間を狭く設

定する場合，採用データ点数が少なく剰余項がほぼ直線的な挙動を示すことに対してノイ

ズ成分の悪影響が大きくなることから，多項式の次数が最も大きい 3次関数では過剰適合

してしまい，同定値は真値との差が大きくなる．一方で解析区間を広く設定する場合は，

剰余項を適切に近似することが難しくなるが，同定値に対するノイズ成分の悪影響を低減

させることができる．このトレードオフの関係により，解析区間を広くしていく場合に同

定値が最も真値に近くなるような挙動を示しており，このときにノイズを含んだ剰余項に

対して最も適した近似ができていると考えられる．なお，固有振動数と構造減衰係数の両

方の同定値が真値に近くなる解析区間は，ノイズを考慮しない場合と同じく最適な解析区

間の目安とした 3.75 Hz の区間である．このときの固有振動数と構造減衰係数の同定値を

表 3.4に示す． 
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表 3.4 より，固有振動数の同定精度は，剰余項を 2 次関数で表現する方法が最も良いこ

とがわかる．ただし，剰余項を 3次関数で表現する提案法においても十分な精度で同定で

きている．また，構造減衰係数については，3 次関数で表現する提案法が最も精度良く同

定できている． 

さらに，ノイズの大きさが異なる場合の妥当性検証として，式(3.11)における標準偏差を

5%（SD=0.05）として同様のモード同定を実施した．その結果，図 3.13(a)，(b)と比較して

同定精度が若干悪くなるが，全体的に傾向が一致し，解析区間を 3.75 Hz とする場合の固

有振動数の同定精度は剰余項を 2次関数で近似する方法と提案法は僅差であり，構造減衰

係数の同定精度は提案法が最も良くなることを確認した．また，構造減衰係数を適当に設

定した場合でも，同様の結果が得られることも確認した． 

以上より，測定ノイズを考慮した標準的なデータを扱った場合にも，解析区間を同定対

象モードの共振周波数から最も近接するモードとの間に形成される谷まで左右対称に設

けた区間とすることで，提案法により固有振動数と構造減衰係数の両方を比較的精度良く

同定できるため，提案法の適用性が示された．この解析区間と近似次数の設定は，実際の

同定における最適な設定と考える． 

 

  

(a) 固有振動数 (b) 構造減衰係数 

図 3.13 モード特性の同定結果  
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表 3.4 同定値（解析区間；3.75 Hz） 

 fnp [Hz] gp [-] 

Exact value 83.1250 4.0000×10-2 

X( f )=0（Original） 83.4855 9.9199×10-2 

X( f )=x0+ x2 f 2（Conventional） 83.2568 2.0574×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2（X2） 83.2030 2.0549×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2+ x3 f 3（X3） 83.2986 3.3404×10-2 

 

 対象モードの低次側と高次側の留数の比が負の場合 

留数の比が負である図 3.10 の FRF の 5 次モードを対象にモード特性を同定する．前項

と同様に，解析区間の広さが異なる場合の固有振動数と構造減衰係数の同定値の変化を図

3.14に示す． 

図 3.14(a)，(b)から，剰余項を 3次関数で表現する方法は，解析区間が 2.75 Hz のときに

固有振動数と構造減衰係数の両方の同定値が真値と近くなることがわかる． 

測定ノイズを考慮しない場合の図 3.12(a)，(b)と比較すると，剰余項を考慮しないOriginal 

の同定値はなめらかな変化をしており，ノイズの付与前後で同定値の傾向が変わらないが，

固有振動数の同定値は真値からずれている．一方，剰余項を多項式で表現するその他の方

法は同定値が若干変動しているが，解析区間 2.75 Hz 以上では測定ノイズを考慮しない場

合と同様の傾向を示している．この結果も前項の考察で述べたとおり，測定ノイズが同定

値に及ぼす影響と剰余項の近似が同定値に及ぼす影響にトレードオフの関係があると考

えられる．ここで，ノイズを考慮しない場合と同じく最適な解析区間の目安とした区間で

ある 2.75 Hz のときの固有振動数と構造減衰係数の同定値を表 3.5に示す． 

表 3.5 より，固有振動数の同定精度は，剰余項を 3 次関数で表現する提案法が最も良い

ことがわかる．また，構造減衰係数の同定精度は 2 次関数で表現する方法が最も良いが，

3次関数で表現する提案法でも十分に精度が良いといえる．  

さらに，ノイズの大きさが異なる場合の妥当性検証として，式(3.11)における標準偏差を

5%（SD=0.05）として同様のモード同定を実施した．その結果，図 3.14(a)，(b)と比較して

同定精度が若干悪くなるが，全体的に傾向が一致し，最適な解析区間として述べた 2.75 Hz

とする場合の固有振動数の同定精度は提案法が最も良く，構造減衰係数は 2次関数で近似

する方が比較的良いが，提案法も同程度の精度で同定できることを確認した．また，構造

減衰係数を適当に設定した場合でも，同様の結果が得られることも確認した． 
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以上より，測定ノイズを考慮した標準的なデータを扱った場合にも，解析区間を同定対

象モードの共振周波数から最も近接するモードとの間に形成される谷まで左右対称に設

けた区間とすることで，剰余項を 2次関数で近似する方法より同定精度が若干悪くなるが，

提案法でも固有振動数と構造減衰係数の両方を比較的精度良く同定できるため，提案法の

適用性が示された．この解析区間と近似次数の設定は，実際の同定における最適な設定と

考える． 

 

  

(a) 固有振動数 (b) 構造減衰係数 

図 3.14 モード特性の同定結果  

 

表 3.5 同定値（解析区間；2.75 Hz） 

 fnp [Hz] gp [-] 

Exact value 83.1250 4.0000×10-2 

X( f )=0（Original） 81.9597 3.3920×10-2 

X( f )=x0+ x2 f 2（Conventional） 84.0407 2.9039×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2（X2） 83.2983 3.9842×10-2 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2+ x3 f 3（X3） 83.1483 3.5408×10-2 
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3.4.4 検証結果のまとめと同定指針の提示 

本項では，3.4.2 項と 3.4.3 項におけるノイズの有無と留数の比が正負の場合の結果をも

とに，提案法の有用性について総合的に考察し，実際の同定指針を提示する． 

 表 3.6 は表 3.2 から表 3.5 の X2および X3 の結果を抜粋し，固有振動数と構造減衰係数

の同定値と相対誤差をまとめたものである．なお，最適な解析区間の目安は留数の比が正

の場合は 3.75 Hz，負の場合は 2.75 Hzである． 

表 3.6 より，固有振動数については，留数の比が正負にかかわらずノイズを考慮しない

場合に，剰余項を 2 次関数で近似する方法の同定精度が良いが，剰余項を 3次関数で近似

する提案法においても相対誤差が 1%以下であるため，同定精度は常に僅差であるといえ

る．このことは，ノイズを考慮する場合にも同様のことがいえる． 

一方，構造減衰係数については，剰余項を 2次関数で近似する方法は留数の比が正の場

合にノイズの有無にかかわらず相対誤差が 40%を超えるほど同定精度が極端に悪いが，剰

余項を 3次関数で近似する提案法は相対誤差が 20%以下で同定できており，比較的精度が

良いといえる．また，留数の比が負の場合には，ノイズの有無にかかわらず剰余項を 2次

関数で近似する方法の精度が良いが，それらの相対誤差からわかるようにノイズを考慮す

る場合の方が精度良く同定できることは必然ではないと考えられ，すべてのノイズパター

ンに対して常にそのような結果が得られないことを確認している．これとは対照的に，剰

余項を 3次関数で近似する提案法は，ノイズを考慮しない場合に 2次関数で近似する方法

と同定精度が僅差であり，ノイズを考慮することでおよそ-12%の誤差となるが，十分な精

度であるといえる．  

以上より，剰余項を 3次関数で近似する提案法は，標準的なモデルに対して本研究で最

適な区間の目安とした解析区間を設ける場合に，固有振動数と構造減衰係数の両方をバラ

ンスよく同定できることを把握し，その有用性を示すことができた．このように解析区間

を設定することで得られる同定値は，1 自由度法で得られる結果としては差し支えないと

考える．一方，実験モード解析を実施する技術者の経験から同定値が適切でないと判断さ

れる場合も想定される．今後は，解析区間に依存することなく高精度な同定値を安定して

得るために，例えば重み付き最小二乗法を導入することを検討している．また，同定に最

小二乗法を用いることから，ノイズを含む FRFから構成される係数行列の誤差解析や，提

案法に適した FRF のデータ処理方法についても検討する必要があると考えている．なお，
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3次関数以上の多項式では，次数が高い方が精度良く同定できる場合もあるが，3次関数を

用いる場合の同定値とほとんど差がないことを確認している． 

これらの結果を踏まえ，モードが近接する振動系を対象に実際に同定する場合の最適な

多項式は 3次関数とする．また，最適な解析区間は，同定対象モードの共振周波数から最

も近接するモードとの間に形成される谷まで左右対称に設けた区間とする．一方，モード

指示関数から共振周波数と谷の周波数を特定できないほどモードが近接する FRF を扱う

場合は，同定精度が低下するため，そのような場合は多自由度法を使用する方がよい．こ

の場合に同定精度が低下する原因の調査は今後の検討課題とする． 

 

表 3.6 同定値と相対誤差 

Ratio of 

residue 

(Analysis 

frequency 

range) 

Noise 

X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2（X2） X( f )= x0+ x1 f + x2 f 2+ x3 f 3（X3） 

fnp [Hz] 

(Relative error 

[%]) 

gp [-] 

(Relative error 

[%]) 

fnp [Hz] 

(Relative error 

[%]) 

gp [-] 

(Relative error 

[%]) 

plus(+) 

(3.75 Hz) 

without 
83.1533 

(0.034) 

2.2839×10-2 

(-42.903) 

83.1843 

(0.071) 

3.7767×10-2 

(-5.583) 

with 
83.2030 

(0.094) 

2.0549×10-2 

(-48.628) 

83.2986 

(0.209) 

3.3404×10-2 

(-16.490) 

minus(-) 

(2.75 Hz) 
without 

83.0223 

(-0.124) 

4.0192×10-2 

(0.480) 

83.0064 

(-0.143) 

3.9707×10-2 

(-0.733) 

 with 
83.2983 

(0.208) 

3.9842×10-2 

(-0.395) 

83.1483 

(0.028) 

3.5408×10-2 

(-11.480) 
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3.5 多自由度法への適用 

本節では多自由度法への適用を考える．具体的には，前節で示した同定値を多自由度法

の初期値とした場合のモード特性の誤差と，収束するまでの反復計算の回数を比較する．

なお，前節で示した 1自由度法では留数を同定していないが，全モードの固有振動数と構

造減衰係数を用いて次式のように最小二乗法により留数を同定できる．ただし，解析対象

周波数範囲に含まれるデータ点数を y とする．また，多自由度法には松原らが提案した多

自由度直線フィット法を用いる[105-107]． 
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また，数値例では真値がわかるので，各モード特性の相対誤差の二乗平均平方根を用いて

次式のように全体の同定誤差 Eを評価する． 
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  (3.13) 

 

ここでは従来の剰余項を用いて同定した値と，提案法を用いて同定した値を対象にする．

図 3.15(a)は従来の剰余項を用いて同定した値を多自由度法の初期値とした場合，図 3.15(b)

は提案法を用いて同定した値を初期値とした場合の結果を表す．なお，赤色実線が収束し

た FRF，青色実線が初期値を用いて構築した FRFである．また，それぞれの図の下部に記

載する i は反復計算回数，Einitialおよび Efinはそれぞれモード特性の初期値と収束値を用い

て式(3.12)により算出した誤差である．なお，ここではノイズを含んだ FRF に対してモー

ド同定するため，Efinは 0にならないことを断っておく． 

図 3.15より，提案法を用いて同定した場合の方が初期値から構築した FRFと対象の FRF

の乖離が小さく，初期値の誤差も小さいことがわかる．また，収束するまでの反復計算回

数も提案法の方が少なくて済むが，それぞれの反復計算回数に大差はなく，収束値の誤差

Efinも同じ値となった．しかしながら，本章でまとめる提案法は 1自由度法として扱いう場

面を想定しているため，その精度は十分であると考えられる．以上のことから，従来の 1

自由度法の問題を解決し，多自由度法と同じくらいの精度でモード特性を同定できること

を把握した． 
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i=107, Einitial =152.0, Efin =21.1 i=99, Einitial =52.3, Efin =21.1 

(a) 従来の剰余項を用いて同定した値を 

初期値とした場合 

(b) 提案法を用いて同定した値を    

初期値とした場合 

図 3.15 提案法の同定値を多自由度法の初期値に用いた場合のカーブフィットの結果 
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3.6 結言 

本章では比較的モードが近接する FRFを対象とする場合にも，モード指示関数によりピ

ークを判定できる範囲でモード特性を精度よく同定できる 1 自由度法を提案した．また，

数値例により提案法の妥当性と適用性を検証した．得られた知見は以下のとおりである． 

 

 提案法は FRFの実部と虚部の両方において，対象外のモード成分を振動数に関する多

項式で近似し，それを剰余項として直線フィット法の同定理論に導入するものである． 

 

 理論モデルを用いて表現される対象外モード成分の実部と虚部に関する項の挙動の

考察から，剰余項は振動数に関する 3次以上の多項式による近似が適切であることを

示した． 

 

 測定ノイズを考慮しない真値の FRF を用いて提案法の妥当性を検証した．本論文で

は，同定対象モードと対象外のモードが比較的近接する周波数帯域を有する 10 自由

度系のコンプライアンスを取り上げた．このモデルは実測された FRFに基づいて構築

された標準的なものである．同定の過程で近似が入るため，同定結果が真値に一致す

ることはないが，解析区間の広さを比較的狭く設定する場合に，3 次関数で表現する

方法は剰余項を適切に近似できており，妥当な同定結果が得られることを示した． 

 

 測定ノイズを考慮する FRFを用いて提案法の適用性を検証した．その結果，対象モー

ドの共振周波数から最も近接するモードとの間に形成される谷まで左右対称に設け

た区間で同定した場合に，最も良好な結果が得られることを確認した．本論文で扱っ

た区間の設定方法においては，この区間が最適な解析区間であり，実際の同定の際の

指針として提示できると考えられる． 

 

以上より，剰余項を 3次関数で近似して直線フィット法に導入する提案手法は，同定対

象のモードと最も近接するモードの間に形成される谷まで左右対称に解析区間を設定す

ることで，対象モードのモード特性を高精度に同定できることを示した． 
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第4章 高減衰特性および高モード密度を有する         

周期構造物のモード特性同定 

4.1 緒言 

前章では比較的モードが近接する FRF を対象とする場合にも，モード指示関数[104]に

より共振峰を捉えることができる範囲でモード特性を精度よく同定できる方法を提案し

た．しかしながら，対象物が高減衰特性を有する場合，振動試験から取得した FRF上では

共振峰が明確に現れず，振動モードが存在する周波数を特定できないため，モード特性を

同定することは難しい．高減衰特性を有する構造物としては，例えば制振材料を適所に貼

り付けた制振鋼板や，ゴム材料を主な母材とする構造物が挙げられる．さらに，高減衰特

性を有することに加えてモード密度が高い構造物では，連なる共振峰がそれぞれ滑らかに

重なり合うため，振動モードが存在する周波数を特定できない．モード密度が高い構造物

の例としては，円筒シェルなどの周期構造物が挙げられ，比較的高周波数領域で半径方向

と軸方向の振動モードが連成することに伴い，モード密度が高くなることが知られている

[77,78]．以上のように材料や形状が持つ特性により，モード特性の同定が難しい構造物が

いくつかある．その一つに自動車用タイヤおよび二輪車用タイヤが挙げられる．タイヤは

高減衰であり，かつ周期構造物であるためにモード密度が高く[79]，特に中周波数領域で

は共振峰を捉えることができない．振動騒音対策のためにはより高周波数領域まで動特性

を把握することが重要であるが[80]，通常の実験モード解析ではモード特性の同定が難し

いという問題がある． 

このような問題に対して，対象物の特徴に合わせた手法を構築することが有効であると

考えられる．周期構造物の代表例である円筒構造物の変形形状については，その固有関数

を三角関数で近似できることが古くから知られている[81-85]．また，自動車用タイヤにお

いても，モデル化に関する研究や実験検証により，低周波数領域ではトレッド部の振動形

状を三角関数で近似できることが示されている[86-89]．このように振動形状の固有関数を

三角関数で近似できるという仮定に基づき，松岡らは FRFの理論式の線形項を三角関数で

表現し，自動車用タイヤを対象に低周波数領域のモード特性を同定した[90]．また，北原ら

は FRF を周方向にフーリエ級数展開して特定のモード成分を抽出する周方向縮約法を提

案し，低周波数領域から中周波数領域のモード特性を同定した[27]．しかしながら，抽出し

た FRF とモード同定後に再構築した FRF に乖離が生じるという問題が生じた．その原因
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として，実際のタイヤは厚さ方向の影響で理想的なシェルとは見なせないことや，二重曲

率となるサイドウォール部の FRF を縮約に用いたことの可能性があると述べられている．

つまり，シェルモデルの適用範囲の限界や，サイドウォール部のように二重曲率を有する

周期構造物の固有関数が三角関数で近似できるかについては不明なままである[27]． 本章

では後者の課題を取り上げるが，二重曲率を有する構造物の固有関数を理論解析により導

くことが非常に難しいことは，古典力学の研究成果からも覗える[99-102]． 

そこで本章では，二重曲率を有する周期構造物への周方向縮約法の適用性の問題を数値

解析により解決する．具体的には，周方向縮約法を適用した FRFに曲線適合して得られた

モード形状と，固有値解析で得られたモード形状を比較することで，固有関数を三角関数

で近似できることを明らかにする．また，実験では，現在のところ振動挙動に関わる研究

事例がない二輪車用タイヤを対象に，非接地-非転動状態におけるモード特性の同定を試み

る．加えて，二輪車用タイヤと自動車用タイヤのモード特性を比較し，二重曲率を持つこ

とに起因するモード特性の特徴を考察する． 

 

4.2 周期構造物を対象とした一般的な実験モード解析の課題 

対象物が円筒シェルなどの周期構造物である場合，比較的高周波数領域で半径方向と軸

方向の振動モードが連成することに伴い，モード密度が高くなることが知られている

[77,78]．半径方向のモード形状を図 4.1に示す．図 4.1のように，周期構造物における曲げ

振動は半径方向に励起され，モード次数と波数が一致することが知られている．なお，i を

モード次数とし，周方向に波数を持つことから本論文では周方向モードと呼称する．ここ

で図 4.2 に示す円筒シェルで固有値解析を実施した場合，例えば周方向 3 次モードに関す

るモード形状および固有振動数は図 4.3 のようになる．半径方向と軸方向に振動モードが

連成し，軸方向の次数が大きいほど固有振動数が高くなることがわかる． 他の周方向モー

ドについても同様の現象が起きる． 

また，周波数応答解析により FRFを算出すると，図 4.4のように中周波数領域から高周

波数領域にかけて共振峰が密集することが確認できる． 

以上のように，周期構造物では FRF上で共振峰を明確に把握できず，振動モードが存在

する周波数を特定できない．そのため，一般的な実験モード解析によりモード特性を同定

することは難しい． 
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図4.1 周期構造物における半径方向の曲げ振動モードとモード次数の関係 

 

 

図 4.2 円筒シェルの例（黄色矢印は入力点と応答点を意味する） 

 

   

fnp=350.45 Hz 

軸方向 1次モード 

fnp=696.45 Hz 

軸方向 2 次モード 

fnp =1023.9 Hz 

軸方向 3次モード 

  

fnp=1269.0 Hz 

軸方向 4次モード 

fnp =1453.3 Hz 

軸方向 5次モード 

図 4.3 円筒シェルの周方向 3次モードに関するモード形状の例 
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図 4.4 円筒シェルの FRFの例 
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4.2.1 高減衰特性を有する場合の問題点と周方向縮約法による改善 

対象物とする周期構造物が高減衰特性を有する場合は，FRFの共振峰が滑らかになるた

め，振動モードが存在する周波数をさらに特定しにくくなる．そのため，一般的な実験モ

ード解析によりモード特性を同定することは非常に難しい． 

このような問題に対して，対象物の特徴に合わせた手法を構築することが有効であると

考えられる．北原らは自動車用タイヤを対象に，振動モードが存在する周波数を特定する

ことを目的として，周方向縮約法を提案した[27]．この方法は，自動車用タイヤのモデル化

に関する研究や実験検証により，低周波数領域でトレッド部の振動形状を三角関数で近似

できる[86-89]という仮定に基づいた方法である．以下に周方向縮約法によるモード抽出の

理論を示す．  

加振点は円筒シェル上に任意に置かれたP個の点とする．また応答点は，図4.5に示すよ

うに軸方向等間隔にM本の仮想リングを設定して，各リングの周方向等間隔にN点配置し，

合計M×N点とする．仮想リング上の応答点間隔は周方向角度で2π/N である．ある振動数 f 

における全FRFは次のような行列で表される． 

 

 

図 4.5 仮想リング上に設定された入力点と応答点 
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ただし，式(4.1)のH( f )はM×N×P個の全FRF行列，式(4.2)のHm,p( f )は第m本目の仮想リング

上の応答点と第p番目の入力点の間で構成されるN個のFRF行列である． 

ここで仮想リングの曲げ振動は，前述したとおり三角関数を用いた基底関数として表さ

れる．周期構造物の曲げ振動は半径方向に励起され，周方向に1波数毎，軸方向には半波数

毎に励起されるので，周方向の波数 i を周方向 i 次モード，軸方向の半波数 j を軸方向 

j 次モードと定義する． 

いま，式(4.2)における周方向第n番目のFRFをHn( f )とし，周方向に対してフーリエ級数

展開を考えると，第m本目の仮想リング上の応答点と第p番目の入力点の間のFRF Hn( f )が

次式のように得られる．なお，Ai( f )およびBi( f )は第m本目の仮想リングの周方向モード形

状を表す振幅を意味する． 

 

  
 

   
 

 































12

1

20 cos
2

2
sin

2
cos

2

N

i

N

iin
n

fA

N

n
ifB

N

n
ifA

fA
fH 


 (4.3) 

   

 

   

   
 2,,0

2
sin

2

2
cos

2

1

1 Ni

N

n
ifH

N
fB

N

n
ifH

N
fA

N

n
ni

N

n
ni



































 (4.4) 

 

式(4.3)および(4.4)は，周方向 0～N/2次モード成分を重ね合せた形となっているため，周方

向 i 次モード成分を次式のように抽出できる． 
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以上より，第m本目の仮想リング上の応答点と第p番目の入力点の間で構成されるN個の

FRF行列Hm,p( f )から，次式のように特定の周方向 i 次モード成分のFRF行列を抽出できる． 
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したがって，M×N×P個の自由度を有していた全FRF行列H( f )は，周方向モード次数ごとに

2×P×M個の自由度を有するFRF行列に縮約され，自由度数は2/N 倍になる．また，周方向i

次モード成分のみが抽出されることにより，軸方向次数の異なるモードが各固有モードと

して存在している状態であるため，モード密度は大幅に低減される． 

 以上の理論に基づき，複数個の共振峰が連なる FRFから，着目する特定の振動モードの

みの成分を持つ FRFを抽出できる． 

 

4.2.2 二重曲率を有する場合の周方向縮約法の適用性に関する問題点 

前項で説明した周方向縮約法は，FRF上のモード密度を低下させ，対象とする振動モー

ドを明確に捉えるための方法である．北原らによる自動車用タイヤを対象とした実験モー

ド解析では，低周波数領域において抽出した FRF とモード同定後に再構築した FRF が比

較的一致し，モード特性の妥当性が示された．しかしながら，中周波数領域から高周波数

領域にかけては，縮約した FRF とモード同定後に再構築した FRF に乖離が大きいという

問題が生じたことを報告している．その原因の一つとして，二重曲率となるサイドウォー

ル部の固有関数が三角関数で近似できるか不明なまま，FRFの縮約に用いたことの可能性

が述べられている[27]．このように，周期構造物でも二重曲率を有する場合には，振動形状

を表す固有関数を三角関数で近似して良いか明確にはわかっていない．二重曲率を有する

周期構造物は，航空機の機体をはじめ身の回りの機械構造物に多く見受けられる．それら

の構造物を対象に実験モード解析を行う場合は，必ず上述の問題が現れるため，周方向縮

約法の適用性を検証する必要があると考えられる． 

  



72 

 

4.3 数値例による周方向縮約法の二重曲率構造物への適用性検証 

前節では，一般的な実験モード解析において対象物を周期構造物とする場合に，形状が

持つ特有の問題，かつ高減衰特性を有する場合の問題，および二重曲率を有する場合の問

題を説明した．二重曲率を有する場合に周方向縮約法を適用できるか否かを判断するため

には，振動形状を表す固有関数を三角関数で近似して良いか厳密に把握する必要がある．

二重曲率を有する構造物の固有関数を理論解析により導くことが非常に難しいことは，古

典力学の研究成果からも覗える[99-102]． 

そこで，本節では二重曲率を持つ周期構造物を対象とした数値解析により，固有関数を

三角関数で近似できることを明らかにする．具体的には，周方向縮約法を適用した FRFに

曲線適合して得られたモード形状と，固有値解析で得られたモード形状を比較することで

明らかにする．また，周方向縮約法を適用した FRFを対象に実験モード解析を実施し，問

題なくモード特性を同定できることを示す． 

 

4.3.1 有限要素モデル 

本章では二輪車用タイヤのような二重曲率を持つシェル構造物を対象に，有限要素モデ

ルを用いた検証を行う．二重曲率を持つシェルモデルを図4.6に示す．材質は炭素鋼とし，

ヤング率200 GPa，ポアソン比0.3，密度7800 kg/m3とする．モデルの寸法は，半径1.0 m ，

軸方向長さ0.6 m，厚さ0.01 mとする．また，4 節点シェル要素で要素を分割し，節点数840

個として，要素長さを0.0471 m とする．境界条件は両端単純支持とし，図4.6の端部（〇で

示した節点）を両側面からy方向に挟み込むように支持する．本モデルの減衰特性は，ヒス

テリシス減衰を仮定し，構造減衰係数は5.0 %とする．入力点は1点（○印），仮想リングは

11本とし，応答点は全節点のうち等間隔に分布した220点を用いる．入力および応答方向は

シェル表面の法線方向とし，解析対象周波数は0~2500 Hzで，周波数分解能は0.5 Hzとする．

なお，有限要素解析ソルバーにはMSC. Nastran Version2018.1を利用した． 
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図4.6 二重曲率を持つシェルモデル 

 

4.3.2 周方向縮約の効果 

有限要素モデルの固有値解析から得た質量マトリクス，剛性マトリクス，モードベクト

ルより算出した応答点（○印）の FRF Hthe( f ) と，縮約により抽出した周方向 1 次～10 モ

ード成分の FRF H
(i) 

red( f )（i=1~10）を図 4.7に示す．図 4.7より，Hthe( f )では確認できなかっ

た共振峰を抽出でき，モードを明確に判別できることがわかる． 

また，周方向縮約法の適用性を検証するために，固有値解析の結果から周方向各次モー

ド成分のみを用いて別途算出した FRF H
(i) 

cir( f )を，抽出した FRF H
(i) 

red( f )と比較した．その結

果を図 4.8に示す．図 4.8より，全ての周方向各次モード成分において，一致することを確

認した． 

これらの結果から，二重曲率を有する周期構造物でも周方向縮約法を適用でき，正しく

機能することを確認した．つまり，固有モードを三角関数で近似できることを確認した． 

 

図4.7 周方向自由度数縮約前後の試験データのFRF 
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図4.8 縮約によって抽出したFRFと再現したFRFの比較 

 

4.3.3 モード特性同定の妥当性検証 

実際の実験モード解析を想定し，縮約前の FRFに対してランダムノイズを付与し，周方

向モード縮約と直線フィット法[107]によるモード特性同定を行う．ノイズの付与形式は，

第 3章の式(3.11)と同じものとする．なお，rand は[-1,1]の範囲の一様な乱数，標準偏差 SD

は 0.03とした． 

 図 4.9にノイズを付与した FRF Hexp( f )と，縮約により抽出した周方向 1次～10次モード

成分の FRF H
(i) 

red( f ) を示す．図 4.9より，ノイズが含まれる場合にも縮約により周方向各次

モードが分離されることがわかる． 

 

 

図4.9 周方向自由度数縮約前後の試験データのFRF 
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抽出した周方向3次モード成分のFRF H
(3) 

red( f )を例として多自由度直線フィット法により

モード特性を同定する．なお，ここではヒステリシス減衰系を仮定し，全応答点のFRFか

ら算出したモード指示関数を用いて，モードとして考えられるピークを全て採用して曲線

適合を行う．モード指示関数とは固有モードの存在とその固有振動数を判断する指標値で

あり，本研究では多点参照に対応したモード指示関数[108]を使用する． 

表 4.1では，同定した周方向 3次モードの固有振動数 fnpおよび構造減衰係数 gpを真値と

比較する．ここで，表 4.1 において空欄となっているモードは，入力点を軸方向の中心位

置としたことによって励起されなかったモードである．励起された軸方向 1次，4次，6次

モードにおいては，同定した固有振動数と構造減衰係数が真値に近い値を示していること

が確認できる． 

また図 4.10 に，縮約によって抽出した周方向 3 次モード成分の FRF を青線，同定した

モード特性によって再構築した FRFを赤破線で示す．なお，抽出した FRFはそれぞれ 3つ

の共振峰を有するが，これらは低周波数側から順に軸方向 1，4，6次モードとなっており，

留数の同定値から再現した振動形状を併せて図示する．図 4.10より，同定したモード特性

によって再現した FRF が，周方向 3 次モード成分の FRF と共振峰付近で一致しているこ

とがわかる．さらに再現したモード形状と，固有値解析によって取得したモード形状を図

4.11 に示す．また，周方向 3 次 - 軸方向 1 次，4 次，6 次モードの振動形状から式(4.7)を

用いてモード信頼性評価基準（Modal Assurance Criterion；以下，MAC）値を算出し，図 4.12

に示す．MAC値とは，対象とする 2つのモード間の相関を表す評価基準であり，通常は実

験モード解析と理論解との比較検討で用いられる評価手法の 1 つである[21,109]．ここで

は式(4.7)におけるaは同定値から再構築したモードベクトル，bは固有値解析から得られ

たモードベクトルとする． 

 

 
  

bbaa

ba





TT

2
T

MAC  (4.7) 

 

例えば対象とする 2つのモード形状が完全に一致している場合は「1」，直交している場

合は「0」となるものである．対応するモード次数において MAC 値が 1 になったことか

ら，振動形状を正確に再現できていることを確認した．一方，軸方向 2 次，3次，5次およ

び 7次モードは，モードが励起されていないため，MAC値が 0となることも確認した． 
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以上のように，二重曲率を有するシェルモデルにおいて，周方向縮約法を適用した FRF

に対して，問題なくモード特性を同定できることを確認した． 

 

表 4.1 モード特性の真値と同定値 

Axial 

order 

Exact value Identification value 

fnp [Hz] gp [-] fnp [Hz] gp [-] 

1 907.41 5.00×10-2 907.41 5.00×10-2 

2 910.73 5.00×10-2 - - 

3 1005.2 5.00×10-2 - - 

4 1019.4 5.00×10-2 1019.4 5.00×10-2 

5 1255.0 5.00×10-2 - - 

6 1576.5 5.00×10-2 1576.5 5.00×10-2 

7 2030.9 5.00×10-2 - - 

 

 

図 4.10 抽出した周方向 3次モードとモード特性から再構築した FRFの比較 
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(a) 軸方向1次モード (fnp=907.41 Hz) 

  

(b) 軸方向4次モード (fnp=1019.4 Hz) 

  

(c) 軸方向6次モード (fnp=1576.5 Hz) 

図4.11 モード形状の比較 

 

 

図 4.12 再現したモード形状と固有値解析結果間のMAC値 
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4.4 二輪車用タイヤの実験モード解析 

前節では，二重曲率を有する周期構造物のモード形状を三角関数で表現でき，周方向縮

約法を適用することで FRFの自由度数が低下することを確認した．また，そのようにして

得られた FRFに対して，問題なくモード特性を同定できることを示した． 

本節では，二重曲率を有する周期構造物である二輪車用タイヤを対象とする場合でも同

様に周方向縮約法を適用できると考え，モード特性の同定を試みる．なお，二輪車用タイ

ヤの振動特性に関する研究はこれまでに見当たらない．その理由は二輪車用タイヤが非常

に高減衰であるために，振動モードの存在する周波数を特定できなかったことにあると考

えられる．しかしながら，近年では自動二輪車において鼓動感と称される乗り心地が付加

価値となっており[110-112]，車体設計時の重要な評価項目の一つとなっている[113]．また，

加速走行時の放射音も各自動二輪車の特徴を決定づける因子であるため，音の感性評価に

関する研究も進められている[114]．そのため，低周波数領域から高周波数領域に至る広い

周波数範囲の自動二輪車に関する振動解析[115-119]はますます重要になり，同時に自動二

輪車用タイヤの動特性の把握は重要であると考えられる[120,121]．こような背景から，以

下にまとめる二輪車用タイヤの実験モード解析で得られた知見は価値のあるものと考え

る． 

 

4.4.1 実験条件 

振動試験に用いる二輪車用タイヤはサイズ 195/65/R17，空気圧 250kPa のラジアルタイ

ヤ（市販品）とした．ホイールを軸に固定し，非接地-非転動状態で加振試験を行う． 

入力はインパクトハンマ（PCB 086C03）を用いて打撃加振し，応答は加速度ピックアッ

プ（PCB 372A73）により計測する．また，それらの計測データをデータ解析装置（小野測

器 DataStation3000）に取り込み，FRFを取得する．試験時の装置概略と，試験タイヤの入

力点と 1リング分の応答点を図 4.13に示す．図 4.13(b)において，入力点はタイヤのトレッ

ド部に設定した 9 本の仮想リングのうちの第 5 本目の 1 点（●）であり，応答点は周方向

等間隔に 40点（■）を設定した．他の仮想リングの応答を計測する場合も入力点は変更せ

ず，応答点のみ変更する．なお，全応答点数は 360点である． 

また，入力および応答の計測方向はタイヤ表面の法線方向とし，周波数レンジは 1000 Hz，

周波数分解能は 0.625 Hzで計測を行う． 
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(a) 試験装置概略 

 

(b) 試験タイヤと入力‐応答の位置関係（第 5本目のリング） 

図 4.13 振動試験の外観 

 

4.4.2 周方向縮約の効果 

振動試験によって取得した FRF に対して周方向縮約法を適用した結果について述べる．

図 4.14 に駆動点 FRF Hexp と，縮約により抽出した周方向各次モード成分の FRF H
(i) 

red( f )

（i=1~10）を示す．図 4.14の FRF Hexpは，200 Hz 以下の周波数領域では二つの共振峰を確

認することができるが，これらはホイールの並進モードと固定軸の曲げ 1次モードである

ことを確認している．このことからタイヤ単体の振動モードについては 300 Hz 以上の周

波数領域に存在する共振峰であると考えられるが，600 Hz以上では共振峰を明確に確認で

きず，モードの判別が難しいことがわかる．一方，周方向縮約を行った FRF H
(i) 

red( f )は，特

に 600 Hz以上の周波数領域において，周方向各次モードに分離されていることがわかる．

しかしながら，500 Hz~1000 Hzの中周波数から高周波数領域にかけて共振峰が非常になめ

らかであり，周方向 0~10次－軸方向高次モードを捉えることが難しいことがわかる． 
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図 4.14 実験より取得した FRFを縮約した結果（周方向 1～10 次モード） 

 

4.4.3 モード特性の同定 

周方向 1次モードを例として，100 Hz~1000 Hzの周波数領域に着目して同定したモード

特性についてまとめる．なお，打撃試験から FRFを取得することと，減衰特性がモードに

よって異なることを想定し，同定では比例粘性減衰系を仮定するが，モード抽出と同定の

考え方は第 3章と同じである．  

表 4.2 に，各ピークに対応する固有振動数 fnpと減衰比 ζpを示す．表 4.2 より，3 つ目の

共振峰から得られた減衰比はその他のモードと比較して 1/10程度となっている．これはタ

イヤ内部の空洞共鳴[122-126]と考えられ，タイヤ周長と音速から簡易的に算出した第 2次

空洞共鳴周波数にほぼ一致することを確認している．また，第 1次空洞共鳴周波数は図 4.14

の二つ目の共振峰の周波数とほぼ一致することも確認している． 

ここで，表 4.2の同定値を用いて再構築した FRFと，同定値から再現した振動形状を図

4.15 に示す．図 4.15 の再構築した FRF は 100 Hz~500 Hz の周波数領域では概ね良好に一

致しているといえる．しかしながら，500 Hz以上の周波数領域では抽出した FRFと再構築

した FRFに乖離が生じている．このような結果となる原因を以下に 3 点挙げる． 

 

 タイヤの厚みの影響で理想的なシェルと見なせないこと 

 

 入力点がトレッド部中央の 1 点であるため，十分にモードを励起できていない可能性

があること 
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 実際のタイヤでは断面形状の曲率が一定ではなく，固有モードが三角関数と完全には

対応していない可能性があること 

 

このような結果となるのは，入力点がトレッド部中央の 1点であるため，十分にモードを

励起できていない可能性があることが原因の一つと考えられ，今後は，多点加振によるFRF

取得などで解決を図る予定である． 

一方，振動形状に着目すると，図 4.15 において 200 Hz 付近に存在する振動モードはタ

イヤが傾いたような形状となっており，前述した固定軸の曲げ 1次モードであることが確

認できる．したがって，タイヤ単体の振動モードは，二つ目と四つ目の共振峰であると考

えられ，これらのモードについては，MAC値を算出し，モードが直交していることを確認

している．また，図 4.16 に周方向 1~10 次モードのカーブフィットの結果とモード形状お

よび固有振動数，減衰比を示す．図 4.16より，その他の周方向次数については，固定軸の

曲げ 1次モードと空洞共鳴の影響は非常に小さいことがわかる．なお，振動形状の下部に

同定した固有振動数と減衰比を記載する． 
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表 4.2 モード特性の同定結果 

Peak 

number 

Modal characteristics 

 fnp [Hz] ζp [%] 

1 193.2 6.9 

2 297.5 3.6 

3 368.9 0.8 

4 636.7 6.2 

 

 

図 4.15 周方向 1次モードのカーブフィットの結果とモード特性 
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図 4.16 (a) 周方向 1次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

図 4.16 (b) 周方向 2次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

図 4.16 (c) 周方向 3次モードのカーブフィットの結果とモード特性 
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図 4.16 (d) 周方向 4次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

図 4.16 (e) 周方向 5次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

図 4.16 (f) 周方向 6次モードのカーブフィットの結果とモード特性 
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図 4.16 (g) 周方向 7次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

図 4.16 (h) 周方向 8次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

図 4.16 (i) 周方向 9次モードのカーブフィットの結果とモード特性 
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図 4.16 (j) 周方向 10次モードのカーブフィットの結果とモード特性 

 

4.5 周方向縮約法の必要性と二輪車用タイヤのモード特性の考察 

本節では周方向縮約法の必要性と，前節で把握した二輪車用タイヤの振動モードについ

て考察する． 

まず，周方向縮約法の必要性についてまとめる．周方向縮約法を適用せずに，一般的な

実験モード解析を適用した結果を図 4.17に示す．実験から取得した FRF はHexp，同定結果

から再構築した FRF は Hcalである．図 4.17 における 500 Hz 以上の周波数領域では，共振

峰を捉えることができないので，適当にモード数を決定して同定した．そのため同定され

たモード形状は歪んでおり，再構築した FRF Hcalは実験から取得した FRFHexpとの乖離が

大きい．また，同定したモード形状同士の直交性を確認するため，図 4.18にMAC値を示

す．図 4.18(a)は周方向縮約法を適用しない場合，図 4.18(b)は適用した場合の結果である．

周方向縮約法を適用しない場合，それぞれのモード形状が歪んで表されたため，例えば 9

番目から 11 番目の振動モードの相関が高くなっている．これは正確にモード同定できな

かったことを意味している．一方，周方向縮約法を適用した場合，全体的に振動モード同

士の相関が低く，比較的正確にモード同定できていることがわかる．したがって，一般的

な実験モード解析からモーダル特性を同定することは難しく，周方向縮約法の適用が必要

であることを示した． 

次に，前節で把握した二輪車用タイヤの振動モードについて，自動車用タイヤの振動モ

ードと比較することその特徴を考察する．二輪車用タイヤの固有振動数については，最低

次モードである周方向 1次-軸方向 1次モードが約 300 Hzに現れることを把握した．一方，
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同程度の空気圧を保持した一般的なサイズの自動車用タイヤでは最低次モードが約 100 

Hzに現れる．ここで自動車用タイヤの FRFおよび曲線適合の結果を図 4.19に示す．図 4.15

と図 4.19 を比較すると，二輪車用タイヤの方が最低次モードの固有振動数が 100 Hz 以上

高く，高次モードも全体的に固有振動数が高いことがわかる．この理由としては，二輪車

用タイヤは断面に曲率を有するため，断面二次モーメントが自動車用タイヤよりも大きく

なるので，振動数が高くなるものと考えられる．また，モード形状については，二輪車用

タイヤでは最低次モードでも軸方向に波数を持ち，軸方向次数が高くなるにつれて，波数

が 1.5，2.5となることが図 4.20より確認できる．一方，自動車用タイヤの軸方向 1次モー

ドでは波数を持たないことが図 4.21より確認できる．このように二輪車用タイヤの軸方向

波数の方が多いのは，トレッド部がフラットな自動車用タイヤと断面形状が異なることや，

自動車用タイヤに比べてサイドウォール部がばねとして働きにくいことに起因するもの

と考えられる．また，その他の周方向次数の FRFから同定したモード特性からも同様のこ

とがいえる． 

以上，二輪車用タイヤの実験モード解析において周方向縮約法の適用が必要であること

と，二重曲率を有することに起因するモード特性の特徴について考察した． 

 

 

図 4.17 一般的な実験モード解析を適用した結果 
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(a) 周方向縮約法を適用しない場合 

 

 

(b) 周方向縮約法を適用した場合 

  

図 4.18 MAC値の比較 
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図 4.19 自動車用タイヤの実験モード解析の結果 

 

  

(a) 周方向 1次モード (b) 周方向 4次モード 

図 4.20 軸方向波数の確認 
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図 4.21自動車用タイヤのモード特性の例 
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4.6 結言 

本章では，高減衰特性を有し，かつ二重曲率の周期構造物の実験モード解析の問題を解

決した．具体的には，二重曲率を有する周期構造物の固有関数を三角関数で近似できるこ

とを明らかにし，周方向縮約法の適用性を検証した．また，実験では現在のところ振動挙

動に関わる研究事例のない二輪車用タイヤを対象にしたモード特性同定を試みた．得られ

た知見は以下のとおりである． 

 

 二重曲率を有する周期構造物を対象にした数値解析では，周方向縮約法を適用した FRF

に曲線適合して得られたモード形状と，固有値解析で得られたモード形状を比較するこ

とで，固有関数を三角関数で近似できることを明らかにした． 

 

 二重曲率を有する場合でも固有関数を三角関数で近似できるので周方向縮約法により

FRFの自由度を低減でき，問題なくモード特性を同定できることを示した． 

 

 数値解析により適用性を示せたので，二輪車用タイヤの実験モード解析にも周方向縮約

法を適用できると考え，検証の一連の流れに沿ってモード特性を同定した．さらに周方向

縮約法を適用しない一般的な実験モード解析も実施し，得られた結果を比較することで，

周方向縮約法の必要性を確認した．  

 

 二輪車用タイヤのモード特性については，自動車用タイヤのモード特性と比較すること

で，その特徴を考察した．そこでは，二輪車用タイヤの方が最低次モードの固有振動数が

100 Hz以上高く，高次モードも全体的に固有振動数が高いことを把握した．この理由は，

二輪車用タイヤは断面に曲率を有するため，断面二次モーメントが自動車用タイヤより

も大きくなるので，振動数が高くなるものと考えられる． 

 

 モード形状については，二輪車用タイヤでは最低次モードでも軸方向に波数を持ち，軸方

向次数が高くなるにつれて，波数が 1.5，2.5となることを把握した．一方，自動車用タイ

ヤの最低次モードでは波数を持たないことを確認した．二輪車用タイヤの軸方向波数の

方が多いのは，トレッド部がフラットな自動車用タイヤと断面形状が異なることや，自動
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車用タイヤに比べてサイドウォール部がばねとして働きにくいことに起因するものと考

えられる． 

  

以上，高減衰特性を有し，かつ二重曲率の周期構造物に対する周方向縮約法の適用性を

検証し，実際に二輪車用タイヤの振動特性を把握することができた．本章で把握できなか

った 500 Hz以上の中周波数から高周波数領域における周方向 0~10次－軸方向高次モード

および周方向 11 次以上のモードについては，多点加振を実施するなどの対策を行うこと

により振動モードを十分に励起し，正確なモード同定を行う必要がある． 
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第5章 高減衰特性を有する構造物に対する           

低減衰化実験モード解析法の検討 

5.1 緒言 

比較的低減衰特性を有する構造物では，十分に振動モードを励起できるため，実用上問

題なくモード特性を同定できる．一方，例えば母材にゴム材料が使用されるような高減衰

特性を有する構造物では，インパクトハンマによる打撃加振や一つの加振器による定常加

振では構造物全体に振動が行き渡りにくく，振動モードが励起されない．そのため，FRF

上で共振峰が明確に現れないモードがあり，モード特性の同定が難しい．実際に前章では，

高減衰特性を有する構造物として二輪車用タイヤを取り上げて実験モード解析を実施し

たが，インパクトハンマによる打撃加振では 500 Hz 以上の中周波数から高周波数領域の

振動モードを十分に励起できず，その結果，良いモード同定の結果を得ることができなか

った．このような場合，複数個の加振器を用いる多点加振で振動試験が実施され，より明

確な共振峰が得られた FRFからモード特性が同定される． 

多点加振の方法は，一般的に入力信号同士が無相関となるように，複数個の加振器それ

ぞれに加振力の大きさなどのパラメータを設定する[127,128]．ランダム信号を与える多点

加振が相当するが，入力点数が多くなるほど，実験者が意図しないところで入力信号同士

が相関を持つ場合がある．また，加振器それぞれに加振周波数や位相，加振力のパラメー

タを設定し，対象とする振動モードを励起する共振点駆動多点加振も実施される．これは

共振現象を利用した加振法であり，小さな力で必要な大きさの振動を得ることができるた

め，効率のよい加振法である．あらかじめ対象物の固有振動数やモード形状がある程度の

精度で把握できている場合に，実構造物の固有振動数とモード形状を同定する方法として

使用されている．しかしながら，振動モードに応じてすべての加振パラメータを構造物固

有の特性である固有振動数と減衰比とは独立に決定し，綿密に調整して与える必要があり，

加振指令のパターンが急激に増加する問題がある．このように実際の多点加振による実験

モード解析は難しい． 

以上のような多点加振の問題を解決するために，栗田らは速度 FB 制御により発生する

自励振動を利用した自励駆動法を提案した[91-95]．この加振法では自励振動子を利用する

ため，パラメータを綿密に調整する必要がなく，構造物固有の特性を反映させた加振が実

現できる．また，速度に比例する成分を持つ力をフィードバックすることにより，対象物
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の減衰の影響を小さくできるため，FRF上の共振峰は鋭く明確に現れることが実験的に報

告されている[96]．つまり，これまでに提案された自励駆動法は，1点加振と同様の手順で

多点加振でき，対象物の減衰の影響を疑似的に小さくする効果を持つ．しかしながら自励

駆動法では，必ずしも強制外力の振動数と自励振動子の振動数が一致するとは限らず，対

象物の振動モードが近接する場合には，ゲインが大きい方の振動モードの振動数に引き込

まれて自励発振してしまうという報告もある[97,98]．したがって，FRF の取得に困難を伴

うためモード特性を同定することができないという課題がある．また，フィードバックさ

れる力は単純な速度比例の力ではないため，そのように低減衰化して取得した FRFから減

衰特性を評価することは不可能である．制御系の設計においては，制振要素や飽和要素を

追加してそれらの特性を細かく調査してゲインを試行錯誤的に設定し，さらに複数の応答

点のデータを用いるクロスフィードバック制御を追加する工夫がなされ，所望の振動数で

自励発振させて FRFを低減衰化した例も報告されているが[97,98]，依然として減衰特性を

評価することはできない．  

そこで，本研究では高減衰特性を有する構造物を低減衰化したうえで，減衰特性の評価

が可能な低減衰化実験モード解析法を提案する．具体的には，対象とする振動モードの減

衰を小さくするような速度 FB 加振の方法とゲインの決定方法を提案する．また，そのよ

うに決定したゲインを用いた速度 FB 加振により，FRF を低減衰化してモード特性を同定

する．さらに，速度 FB 加振の影響を補正することで，構造物本来の減衰特性も把握でき

ることを示す．以下では，共振峰が明確に現れない FRF を例示した後に， FRF を低減衰

化できることを説明するために 1 自由度系を用いた速度 FB 加振の数値例を示す．また，

低減衰化実験モード解析の方法をまとめ，最後に高減衰特性を有する多自由度系へ適用し，

構造物本来のモード特性を同定できることを示す． 

 

5.2 高減衰特性を有する構造物の実験モード解析の問題 

本節では，高減衰特性を有する構造物の実験モード解析の問題点を挙げる．具体的には，

FRFにおいて共振峰を捉えることができないために適当なモード数を判定できず，モード

特性の同定が難しいことを示す．その後，構造物の減衰の大きさのみが異なる FRFを例示

し，減衰が小さい方がモード数を判定し易く，比較的モード特性の同定が簡単になること

について説明する． 
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5.2.1 共振峰が明確に現れない周波数応答関数の例示 

実験モード解析では，振動試験から FRFを取得して，FRFの理論式に適合するようにモ

ード特性を同定する．しかしながら，共振峰が明確に現れない場合には，はじめにモード

数の判定が難しく，その後のカーブフィットの信頼性が著しく低下する．共振峰が明確に

現れないほどの高減衰特性を有する構造物として，例えば母材にゴム材料が使用されるタ

イヤなどがある．図 5.1 の黒色実線は二輪車用タイヤの FRF であり，約 300 Hz から高周

波数側にモードが連なるが，減衰が大きいためにそれらの共振峰が明確に現れていないこ

とがわかる．実際にモード特性の同定を試みたが，共振峰を捉えることができず，適当な

モード数を設定できないため，図 5.1 の赤色破線のようにカーブフィットが非常に難しい

ことを把握した． 

 

5.2.2 減衰の大きさがモード特性同定の精度に与える影響 

構造物が高減衰特性を有する場合，FRF上の共振峰は明確に現れないためモード特性の

同定が難しい．図 5.2 はモード特性のうち，減衰の大きさのみが異なる条件で算出した FRF

の例を示す．ここでは比例粘性減衰を仮定し，Aから Cの 3つの減衰を設定した．減衰が

比較的大きい条件Aでは，2次モードの共振峰を捉えることができない．このような場合，

一般的な実験モード解析では，本来の 2 次モードを剰余項として扱い，1 次モードのみの

モード特性を同定する方法がとられる．一方，減衰が比較的小さい条件 B および C では，

2 次モードの共振峰を捉えることができる．そのため，実験モード解析により 1 次モード

と 2次モードのモード特性をそれぞれ同定できる． 

以上のように減衰が小さい方が，実験モード解析を実施し易く，高精度にモード特性を

同定できる．したがって，高減衰特性を有する場合でも，振動試験の方法を工夫して疑似

的に減衰の影響を小さくすることが可能であれば，高精度にモード特性を同定できると考

えられる． 
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図 5.1二輪車用タイヤの FRFにカーブフィットした結果  

 

 

図 5.2減衰の大きさのみが異なる条件の FRFの例  
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5.3 速度フィードバック制御をベースとした従来の加振法の課題 

前節では実験モード解析の適用が難しい高減衰特性を有する構造物の FRF を例示する

とともに，減衰の小さい方がモード同定の信頼性が比較的高くなることを説明した．栗田

らが提案した自励駆動法[91-95,97,98]を用いる場合，対象物の減衰の影響を疑似的に小さ

くし，振幅を増大させることが可能であるため，モード形状を把握する際には有用である

が，FRFの取得に困難を伴うことや，減衰特性を評価できない課題がある． 

そこで本節では，この課題について 1自由度系の運動方程式を用いて説明する．構造物

に正弦波強制外力が作用するときに，速度 FB 制御によって自励振動を発生させる自励駆

動法は構造物の固有特性に加えて，位相特性とゲイン特性をコントロールする加振法であ

る．実際の構造物に適用する場合は，局所的なフィードバックループを持つコントローラ

で複数のアクチュエータを自励発振させることで，より簡単に構造物全体を振動させるこ

とができる[94,95]．  

構造物から取得されるコンプライアンスの特性として，加振点と計測点を同一配置に

すると，加振点から計測点までの伝達特性は，すべての固有振動数で位相が 90°遅れる

ことが知られている．この特性を利用して，局所的なフィードバック制御のコントロー

ラで位相をさらに 90°遅らせると，一巡伝達関数の位相が固有振動数で 180°遅れる．

このとき，一巡伝達関数のゲインが 0dB よりも大きくなるように局所的な FB制御のゲ

インを与えると，不安定な制御系となるため各アクチュエータが固有振動数で自励発振

する．この局所的な FB制御は固有振動数で位相が -90°となることを利用した制御のた

め，駆動中に固有振動数が変化しても，その固有振動数の変化を追尾して駆動すること

ができる[97,98]．さらに自励振動子の同期現象により，各アクチュエータが固有振動を介

して同期するため，構造物全体に振動が行き渡り，FRF上では共振峰を捉えることが可

能になる． 

いま，図 5.3に示すような質量m，粘性減衰係数 c，ばね定数 k とした 1自由度系に，

大きさ Fの正弦波強制外力が質点に作用する場合，運動方程式は次式のようになる． 

 

 ωtFkxxcxm sin   (5.1) 
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一方，ゲインを Kvとした速度 FB 加振を行う場合，ブロック線図は図 5.4 のように表され

る．栗田らは全周波数領域で位相を 90°遅らせる変位の積分制御（I制御）と速度負帰還制

御（(-D)制御）を組み合わせた制御（I(-D)制御）を用いた[94,95]．なお，TIは I制御，TDは

(-D)制御の時定数である．このとき運動方程式は次式のように表され，右辺第 2 項 u が減

衰の影響を小さくする成分を持つ FB制御力である． 

 

 uωtFkxxcxm  sin  (5.2) 

 

自励駆動法では不安定領域の振動系となるようにゲイン Kvが調整される．以上のように，

これまでに検討された自励駆動法では，コントローラに発振要素として変位の積分要素や

微分要素が組み込まれている．このコントローラを用いる場合には，必ずしも強制外力の

振動数と自励振動子の振動数が一致するとは限らず，設計者の意図とは異なる振動数で自

励振動子が自励発振してしまう課題がある．また，フィードバックされる力は単純な速度

比例の力ではないため，そのように低減衰化して取得した FRFから減衰特性を評価するこ

とは不可能である．制御系においては制振要素や飽和要素が追加され，さらに隣接する応

答点のデータを用いるクロスフィードバック要素が組み込まれたコントローラが開発さ

れ[97,98]，所望の振動数で自励発振させることができた報告もあるが，フィードバックさ

れる力が速度比例の力以外の成分を持つため，減衰特性を評価することができないという

課題が残る． 

 

  

図 5.3速度 FB制御を適用した 1自由度系 
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図 5.4 1自由度系を対象とした I(-D)制御のブロック線図 

 

5.4 速度フィードバック加振による低減衰化の効果 

前節では，速度 FB 制御をベースとした自励駆動法で，対象物の減衰の影響を小さくで

きるが，FRFを取得することが困難であり，モード特性を同定できないことについて説明

した． 

本節では，純粋な速度 FB 加振により対象物の減衰の影響のみを小さくし，モード特性

の同定まで可能とする方法を検討する．そこで速度 FB 加振の本質を把握するために，対

象物が高減衰特性を有する 1 自由度系に単純な速度 FB 加振を適用し，疑似的に減衰の影

響を小さくできることを数値例により説明する． 

ここで，速度のみをフィードバックすることを考え，図 5.5 のブロック線図の制御系を

扱う．このとき式(5.2)の運動方程式の右辺第 2項 uは，純粋な速度にゲイン Kvをかけた量

となる．つまり，運動方程式は式(5.3)のように表され，速度 FB による加振力は速度項に

のみ作用することがわかる．本研究では，対象物のモード特性を同定するため，c-Kv>0と

なる安定領域内で振動系を低減衰化する．いま，比例粘性減衰を仮定し，図 5.3 の振動系

のパラメータを質量m=1 kg，粘性減衰係数 c=200 N/m/s，ばね定数 k=10000 N/mとして FRF

を算出する．また，図 5.5のブロック線図に基づき速度 FB加振を行う．速度 FB加振を行

う場合と行わない場合の時刻歴応答波形の比較を図 5.6 に，FRF の比較を図 5.7 に示す．

速度 FB 加振を行う場合は粘性減衰力が小さくなるため，変位の振幅が大きくなることが

図 5.6で確認できる．また，その効果により得られた FRFは，元の振動系の FRFより共振

峰が先鋭化することが図 5.7で確認できる．このようにして低減衰化された FRFは，減衰

の影響のみ小さくなっている．そのため，低減衰化後の FRFに対してモード同定し，その

結果にゲインの影響を考慮することで，低減衰化前のモード特性を把握することが可能に

なると考えられる． 

以上，粘性減衰力を低減させる速度比例の制御力を振動系に与えることで，減衰の影響

のみ小さくなり，FRF上では共振峰が先鋭化することを確認した． 
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 xKωtFkxxcxm v   sin  (5.3) 

 

 

図 5.5 1自由度系を対象とした速度 FB制御のブロック線図 

 

 

図 5.6 速度 FB加振を行う場合と行わない場合の時刻歴応答の比較  

 

 

図 5.7 速度 FB加振を行う場合と行わない場合の FRFの比較  



101 

 

5.5 低減衰化実験モード解析法の提案 

従来の速度 FB 制御をベースとした自励駆動法では，フィードバックされる力が速度比

例の力以外の成分を持つため，減衰特性を評価することができないという課題があった．

一方，前節において 1 自由度系の数値例で示したように，純粋な速度 FB 加振を施す場合

は，対象物の減衰の影響のみ小さくできるため，低減衰化後の FRFに対してモード同定が

可能になり，さらにその結果にゲインの影響を考慮することで，低減衰化前のモード特性

を把握することが可能になると考えられる． 

そこで本研究では，純粋な速度 FB 加振を施す場合は減衰の影響のみ小さくなるという

考えに基づいた低減衰化実験モード解析法を提案する．具体的には，対象とする振動モー

ドの減衰を小さくする速度 FB 加振法とゲインの決定方法を提案する．また，そのように

決定したゲインを用いた速度 FB 加振により，FRF を低減衰化してモード特性を同定した

うえで，速度 FB 加振の影響を補正して構造物本来の減衰特性を把握する．ここでは一般

的な多自由度系を用いて提案法を説明する． 

 

5.5.1 問題設定 

モード特性を同定する際は，あらかじめ対象とする振動モードと解析区間を決定する必

要がある．そのため通常は，FRF上で共振峰の周波数を把握して，各モードの解析区間を

決定する．しかしながら，図 5.2の条件Aの FRFで示したように，高次モードの共振峰を

把握できない場合にはそのモードは同定対象とはなり得ない．そのようにしてモード同定

しても，同定結果に誤差が含まれるため，実験値とカーブフィットの結果は乖離してしま

う．この問題を低減衰化実験モード解析により解決する．問題設定の要点を以下にまとめ

る． 

 

 低次側の振動モードは，比較的モード減衰比が比較的小さく，共振峰を捉えることが

できるため，モード特性を同定できる． 

 

 高次側の振動モードは，モード減衰比が非常に大きく，共振峰を捉えることができず，

モード特性を同定することができない． 
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 物理座標系で，各自由度の絶対速度に比例した速度 FB 制御力を与えることで，高次

側の振動モードのモード減衰比を小さくする．速度FB加振で得られる効果を（ζr -Δζr）

とする．r はモード次数を意味する． 

 

 ただし，振動系全体が不安定化しないように速度 FB 制御のゲイン（減衰係数）を定

める．  

 

実際の構造物への適用時は，対象物の一点に加振器を設置し，正弦波外力を与える．低

減衰化する場合は，同時に外力の作用点と同一点を含めた複数点で変位を計測し，上記の

速度 FB 制御力を各アクチュエータに出力する．このような振動試験を実施し，加振器の

外力と各変位センサで取得した変位を周波数解析装置に取り込み，コンプライアンスを算

出する．なお，変位の代わりに速度または加速度を計測し，同様の手順でモビリティまた

はアクセレランスを算出することも可能である． 

 

5.5.2 多自由度系を用いた低減衰化実験モード解析の説明 

一般的な多自由度系を用いて低減衰化実験モード解析の方法を説明する．低減衰化する

前の対象物の運動方程式を式(5.4)で表現する．ただし，自由度数を Nとする． 

 

 fKxxCxM    (5.4) 

 

高減衰特性を有するが，形状や物性値から有限要素解析により，固有角振動数 ωp 

(p=1,2,…,N)，固有振動モードp (p=1,2,…,N)がほぼ正しく得られたとする．固有振動モード

は式(5.5)のように正規化しておくものとする．ただし，Φ は式(5.6)に示すモーダルマトリ

ックスである．また，I は単位マトリックス，Ω2は固有角振動数 ωp
2を対角成分に持つマ

トリックスである． 

 

 2TT , ΩKΦΦIMΦΦ   (5.5) 

 

  N 21Φ  (5.6) 
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元の振動系をモード座標系で表現するために，xを式(5.7)のようにおく． 

 

 Φqx   (5.7) 

 

式(5.7)を式(5.4)の運動方程式へ代入して，前からΦTを乗じてモード座標系と変換する．減

衰項を対角化できるとすれば，式(5.8)のように非連成化できる．ただし，Cmodalは 2Δζpωpを

対角成分に持つマトリックスである． 

 

 fΦqΩqCqI
T2

modal    (5.8) 

 

絶対速度に比例した速度 FB 制御力のゲイン d1，d2,…dNを物理座標系で各自由度に追加す

ると，モード座標系では式(5.9)の方程式が成立する． 

 

 

fΦqqDqCqI
2 T

modalmodal    

ただし， 
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  (5.9) 

 

ここで p 次モードの減衰を小さくする場合は式(5.9)の Dppが-2Δζpωpとなってほしいので，

式(5.10)を考える．ただし，Δζpは設計者が適当に定めるパラメータとする．また，Dppには

速度 FB 制御力のゲイン d1，d2,…dNのパラメータが含まれる．これらのパラメータは，振

動系全体が不安定にならないように，例えば最適化アルゴリズムを利用して決定する． 
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 rrrrD  2  (5.10) 

 

以上，減衰を小さくするモードの減衰特性の変化量に関するパラメータを設計者が定め，

絶対速度に比例した速度 FB 制御力のゲインを決定して速度 FB 加振を施す方法を提案し

た． 

 

5.6 多自由度系を対象とした低減衰化実験モード解析の妥当性検証 

前節で説明した低減衰化実験モード解析の方法の妥当性を検証するために，ここでは多

自由度系を用いた数値解析を行う．ここでは 2自由度系と 5自由度系を扱い，それぞれの

振動系において速度 FB加振のゲイン決定に関する指針を示す． 

 

5.6.1 2自由度系を用いた検証 

図 5.8 に示す 2 自由度系に対して速度 FB 加振を行い，低減衰化の効果とモード同定の

妥当性を確認する．正弦波強制外力 f は質点 1 に作用しており，各質点に設けたアクチュ

エータにより速度 FB 制御力が作用する．この検証モデルの振動系について固有値解析し

て得られた固有振動数とモード減衰比，モードベクトルは表 5.1 のようになる．また，応

答を質点 1で取得した場合の FRFを図 5.9に黒色実線で示す．図 5.9における桃色破線は，

低周波数側が 1次モードの固有振動数，高周波数側が 2次モードの固有振動数の位置を表

す．なお，モード同定の結果から再構築した FRFを灰色破線で併記する．表 5.1および図

5.9からわかるように，2次モードのモード減衰比が 50%を超えるので，高減衰特性を有す

る振動系であり，2 次モードの共振峰を捉えることはできない．そのため，多自由度モー

ド同定法を使用しても，2 次モードを無視して 1 次モードのみモード同定することになる

ため，その同定値は誤差を生じる．その結果，図 5.9 の灰色破線のように再構築した FRF

は乖離してしまう． 

そこで提案法に基づき，2 次モードの共振峰を捉えることができるように速度 FB 加振

による低減衰化実験モード解析を実施する．いま，絶対速度に比例した速度 FB 制御力の

ゲイン d1，d2を物理座標系で各自由度に追加すると，モード座標系では式(5.11)の方程式が

成立する． 
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(5.11) 

 

提案法では共振峰を捉えることができないモードの減衰特性を速度 FB 加振により小さく

するために，設計者がその変化量に関するパラメータを決定する．この検証モデルでは，

2 次モードのモード減衰比の変化量 Δζ2を定め，式(5.12)を考える．なお，2 次モードの共

振峰を捉えることができるようになる最低限の変化量として，適当にΔζ2=0.06と設定した． 

 

 22
2

222
2

12122 2   ddD  (5.12) 

 

ここで，二つの変数 d1，d2は一つの変数 d1に縮小され，式(5.13)を得る． 
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次に式(5.11)において振動系全体の固有値を調べる．外力 f=0 とし，q=Qeλt とすると，式

(5.14)が得られる． 
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式(5.14)の係数マトリックスをDとし，det Dを計算して複素固有値を求め，安定な範囲の

ゲイン d1を採用する． 

 

 速度フィードバック制御のゲイン決定の指針 

式(5.14)における ζ2 は低減衰化前に把握できないので，一般的にモード減衰比が 20%ほ

どになると共振峰を捉えることができないことを考慮し，det D の計算時は ζ2=0.3 と設定
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した．この条件下で det D の解が安定となる d1を探索し，d1= - 61.40 N/m/s を採用すること

にした．このときの d2も式(5.13)から一義的に決定され，d2= - 61.43 N/m/s となった．これ

ら d1，d2が速度 FB加振のゲインである．なお，det Dの計算では複数個の解が得られる場

合があるが，低減衰化後のモード座標系で低減対象以外の振動モードに対してできるだけ

悪影響を及ぼさないように，式(5.11)の D12（=D21）が 0に近い値を採用する． 

 

  

図 5.8 高減衰特性を有する 2自由度の検証モデル  

 

表 5.1 2自由度の検証モデルのモード特性 

Mode order p 1 2 

Natural frequency fnp [Hz] 31.11 81.43 

Damping ratio ζp [%] 19.54 51.17 

Modal matrix Φ [-] 
-0.53 -0.85 

-0.85 -0.53 

 

 

図 5.9 検証モデルの FRFと 1次モードのみ同定した場合の FRF  
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 低減衰化の効果とモード特性同定 

低減衰化した FRF を図 5.10 に赤色実線で示す．図 5.9 の FRF と比較して，わずかでは

あるが 2次モードの共振峰を捉えることができるほどに低減衰化された．この数値例では，

2 次モードの共振峰を捉えることができるようになる最低限の変化量として，適当に

Δζ2=0.06 と設定したが，モード特性を同定するための低減衰化の効果は十分であるといえ

る．なお，この FRFは直接速度 FB加振が施された系であり，通常の固有振動モードでモ

ード分離できないので，一般粘性減衰系として扱う．モード同定では偏分反復法[37]を使

用した．モード同定の結果を青色破線で示す．赤色実線と青色破線が一致していることが

確認でき，低減衰化後のモード特性を正しく同定できている． 

次に同定したモード特性のうち，減衰特性を補正する．この数値例ではあらかじめ

Δζ2=0.06 を設定したうえで解析しているので，同定された 2 次モードの減衰特性は 6%差

し引かれた値として同定されている．これを考慮して同定したパラメータを表 5.2に示す．

これらのパラメータは一般粘性減衰系の特性として同定されているため固有振動数 fnp’，

減衰比 ζp’と表記するが，比例粘性減衰系の固有振動数とモード減衰比に相当するものであ

る．厳密には表 5.1 のパラメータと一致することはないが，本来共振峰を捉えることがで

きなかった振動モードを十分に把握できている．このパラメータを用いて再構築した FRF

を図 5.11に灰色破線で示す．低減衰化前は 2 次モードの共振峰を捉えることができなかっ

たために，図 5.9 の FRF は乖離が大きかったが，図 5.11 では再構築した FRF が黒色実線

にフィットしているといえる． 

以上より，高減衰特性を有する 2自由度系に低減衰化実験モード解析を適用することで，

本来は共振峰を捉えることができない振動モードのモード特性を同定できることを確認

した．なお，この数値例では速度 FB 加振のゲイン決定にあたり，パラメータを離散的に

振って適当に決定したが，最適化アルゴリズムを使用すると，より低減衰化の効果が顕著

に現れるゲインを得ることができると考えられる． 

 

表 5.2 固有振動数と減衰比の同定結果 

Mode order p 1 2 

Natural frequency fnp
’ [Hz] 31.71 85.12 

Damping ratio ζp
’ [%] 19.81 58.15 
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図 5.10 低減衰化された FRFとカーブフィットした結果  

 

 

図 5.11 検証モデルの FRFと減衰特性を補正して再構築した FRF  

 

5.6.2 5自由度系を用いた検証 

図 5.12に示す 5自由度系に対して速度 FB加振を行い，自由度数が比較的多い場合にも

低減衰化が可能であり，モード特性を同定できることを確認する．正弦波強制外力 f は質

点 3 に作用しており，各質点に設けたアクチュエータにより速度 FB 制御力が作用する．

この検証モデルの振動系について固有値解析して得られた固有振動数とモード減衰比，モ

ードベクトルは表 5.3 のようになる．また，この検証モデルの振動モードを図 5.13に，応

答を質点 3 で取得した場合の FRF を図 5.14 に黒色実線で示す．図 5.14 における桃色破線

は，各振動モードの固有振動数の位置を表す．なお，モード同定の結果から再構築した FRF



109 

 

を灰色破線で併記する．表 5.3 および図 5.14 からわかるように，5 次モードのモード減衰

比が 20%に近いので，高減衰特性を有する振動系であり，5 次モードの共振峰を捉えるこ

とはできない．また，応答点の位置と振動モードの節の位置の関係から，4 次モードは振

幅が小さく，共振峰が現れない．このままでは 4次モードと 5次モードを無視して 1次～

3 次モードのみモード同定することになるため，その同定値は誤差を生じる．その結果，

図 5.14の灰色破線のように再構築した FRFは高周波数側で乖離してしまう． 

そこで提案法に基づき，5 次モードの共振峰を捉えることができるように速度 FB 加振

による低減衰化実験モード解析を実施する．いま，設計者が 5次モードのモード減衰比の

変化量 Δζ5を定め，絶対速度に比例した速度 FB 制御力のゲイン d1～d5を物理座標系で各

自由度に追加する場合を考える．式(5.9)における D55 成分と変化量の関係は次式のように

表される．  

 

 55
2

555
2

454
2

353
2

252
2

15155 2   dddddD  (5.15) 

 

ここで，5 次モードの振動モードを調べると，図 5.13 からわかるように 2～4 番目の自由

度の振幅が大きいので，その質点の速度 FB加振を施す．すなわち式(5.15)は式(5.16)に書き

換えられ，ゲイン d2，d3，d4が変数となる． 

 

 55
2

454
2

353
2

25255 2   dddD  (5.16) 

 

さらに，モード減衰比が小さい 1 次モードが不安定になりやすいので，1 次モードの減衰

比に悪影響を及ぼさないように式(5.17)を考える． 

 

 0
2

414
2

313
2

21211   dddD  (5.17) 

 

式(5.16)と式(5.17)の d4を消去すると，三つの変数 d2，d3，d4は一つの変数 d2に縮小され，

式(5.18)を得る． 
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
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
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


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
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












2

31
2

41

2
452
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2
21

2
41

2
452

25255

3

2











 d

d  (5.18) 

 

式(5.18)を基に，振動系全体が安定となるゲイン d2を探索する． 

 

 速度フィードバック制御のゲイン決定の指針 

2自由度系の場合と同様に，振動系全体の固有値を調べる際には，5次モードのモード減

衰比 ζ5が必要になる．しかしながら，ζ5は低減衰化前に把握できないので，適当なパラメ

ータを設定する．ここでは，低減衰化前に把握できている固有振動数とモード減衰比の関

係を図 5.15のように導き，固有値解析から取得した固有振動数に対応するモード減衰比を

求め，ζ5=0.1928に決めた．また，5次モードの共振峰を捉えることができるようになる最

低限の変化量として，適当に Δζ5=0.03と設定した． 

この条件下で det Dの解が安定となる d2を離散的に探索し，d2= - 300.00 N/m/s を採用す

ることにした．このときの d3 および d4 は式(5.16)と式(5.18)から一義的に決定され，      

d3= - 220.21 N/m/s，d4=257.98 N/m/s となった．  

 

 

図 5.12 高減衰特性を有する 5自由度の検証モデル  
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表 5.3 5自由度の検証モデルのモード特性 

Mode order p 1 2 3 4 5 

Natural frequency fnp [Hz] 45.30 132.23 208.45 267.78 305.42 

Damping ratio ζp [%] 2.85  8.31 13.10 16.83 19.19 

Modal matrix Φ [-] 

0.17 -0.46  0.60  0.55  -0.33 

0.33 -0.60  0.17  -0.46  0.55 

0.46 -0.33  -0.55  -0.17  -0.60 

0.55  0.17  -0.33  0.60  0.46 

0.60  0.55  0.46  -0.33  -0.17 

 

 

図 5.13 検証モデルの振動モード  
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図 5.14 検証モデルの FRFと 1～3 次モードのみ同定した場合の FRF  

 

 

図 5.15 固有振動数とモード減衰比の関係  

 

 低減衰化の効果とモード特性同定 

低減衰化した FRFを図 5.16に赤色実線で示す．図 5.14の FRFと比較して，わずかでは

あるが 5次モードの共振峰を捉えることができるように低減衰化された．この FRFを一般

粘性減衰系として扱い，偏分反復法によりモード同定した．モード同定の結果を青色破線

で示す．赤色実線と青色破線はほぼ一致しており，低減衰化後のモード特性をある程度正

しく同定できている． 

次に同定したモード特性のうち，減衰特性を補正する．この数値例ではあらかじめ

Δζ5=0.03 を設定したうえで解析しているので，同定された 5 次モードの減衰特性は 3%差

し引かれた値として同定されている．これを考慮して同定したパラメータを表 5.4に示す．
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これらのパラメータは一般粘性減衰系の特性として同定されている．なお，4 次モードは

応答点の位置と振動モードの節の位置の関係から，振幅が小さいため同定できない．同定

された値は厳密には表 5.3 のパラメータと一致することはないが，本来共振峰を捉えるこ

とができなかった振動モードを十分に把握できている．このパラメータを用いて再構築し

た FRF を図 5.17 に灰色破線で示す．低減衰化前は 5 次モードの共振峰を捉えることがで

きなかったために，図 5.14 の FRF は高周波数側で乖離が大きかったが，図 5.17 では再構

築した FRFが黒色実線にフィットしているといえる．この結果から高減衰特性を有する 5

自由度系においても低減衰化実験モード解析により，本来は共振峰を捉えることができな

い振動モードのモード特性を同定できることを確認した． 

以上，比較的自由度数が多い 5 自由度系でも構造物本来の振動特性を同定できたため，

低減衰化実験モード解析法の妥当性を示すことができた．また，低減衰化の対象モードを

定め，ゲインを決定する指針を示した．なお，この数値例の速度 FB 加振のゲイン決定に

おいても，パラメータを離散的に振って決定したが，最適化アルゴリズムを使用すると，

より低減衰化の効果が顕著に現れるゲインを得ることができると考えられる． 

 

表 5.4 固有振動数と減衰比の同定結果 

Mode order p 1 2 3 4 5 

Natural frequency fnp [Hz] 45.30 132.31 207.12 - 302.95 

Damping ratio ζp [%] 2.85  8.18 15.70 - 18.44 

 

 

図 5.16 低減衰化された FRFとカーブフィットした結果  
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図 5.17 検証モデルの FRFと減衰特性を補正して再構築した FRF  
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5.7 結言 

本研究では，減衰を低減化させる加振法を利用し，振動系が不安定にならない範囲でモ

ード特性を同定する低減衰化実験モード解析法について検討した．具体的には，対象とす

る振動モードの減衰を小さくする速度 FB 加振法とゲインの決定方法を提案した．また，

そのように決定したゲインを用いた速度 FB 加振により，FRF を低減衰化してモード特性

を同定したうえで，速度 FB 加振の影響を補正して構造物本来の減衰特性を把握した．以

下に本研究で得られた知見をまとめる． 

 

 安定な振動系でモード特性を同定する低減衰化実験モード解析の方法を提示した．そ

の方法は，共振峰を捉えることができない振動モードに対して，設計者が減衰の影響

を低減するためのパラメータを設定し，振動系が不安定にならない範囲で速度 FB 加

振のゲインを決定するものである． 

 

 速度 FB 加振のゲインを決定する際には，低減衰化後のモード座標系で低減対象以外

の振動モードにできるだけ悪影響を及ぼさないように最適設計する必要がある． 

 

 高減衰特性を有する 2自由度系の数値例では，振動系が不安定にならないように速度

FB 加振を施し，低減衰化された FRF に対して一般粘性減衰を仮定したモード同定を

行った．また，得られた減衰特性に対して速度 FB 加振の影響を補正することで，構

造物本来のモード特性を把握できることを示した．  

 

 高減衰特性を有する 5自由度系の数値例では，固有値解析から得られた振動モードを

基に低減衰化の対象モードを定め，振動系が不安定にならないように速度 FB 加振の

ゲインを決定した．比較的自由度数が多い場合でも，構造物本来のモード特性を把握

できることを示した．これにより，高減衰特性を有する多自由度系を対象とする低減

衰化実験モード解析の妥当性を示した． 

 

以上より，振動系が安定である範囲でモード特性を同定する低減衰化実験モード解析法を

提示し，その方法の妥当性を示した．本研究では，速度 FB 加振のゲイン決定において，
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パラメータを離散的に振って適当な値に決定したが，最適化アルゴリズムを使用すると，

より低減衰化の効果が顕著に現れるゲインを得ることができると考えられる．今後はさら

に多くの自由度を有する振動系で数値解析を実施し，実構造物への適用を目指す． 
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第6章 結論 

 

実験モード解析が開発されてから 70 年を超えた今日，その技術は十分に確立されてい

るといえる．しかしながら，機械構造物の特性の変化，要求の多様性とともに，その技術

も成長していく必要がある．十分に確立されたとはいえ，現在の実験モード解析技術には

いくつかの解決すべき課題が残されており，実際の機械構造物を対象にする場合，振動モ

ードが近接していたり，高減衰特性を有していたりすることが多く，モード特性の同定が

難しいことが多い．このことから，機械構造物のモード特性同定の技術向上を図るために，

実験モード解析法に関する残された主要課題を明らかにし，それらを解決することを本研

究の目的とした． 

本論文では，従来の実験モード解析法を踏まえ，解決が必要な主要課題として以下をと

りあげた． 

 周波数分解能が異なる場合の問題点 

 対象物が近接モードを有する場合の問題点 

 対象物が高減衰特性を有する場合の問題点 

以上の課題に対して検討を行い，得られた研究成果を以下にまとめる． 

 

6.1 研究成果 

本研究の検討で得られた研究成果は以下のとおりである． 

 

第 2章における研究成果 

従来から用いられてきたハーフパワー法やモード円適合法では，周波数分解能に依存す

るパラメータを用いてモード特性を同定するため，振動試験の条件によって同定値がばら

つくという問題があった．この同定法の問題を示すとともに，それを解決する方法として

開発された直線フィット法の同定理論を説明した． 

また，1自由度系の FRFを用いた数値例では，周波数分解能と固有振動数の位置を変化

させ，同定値がばらつかないことを示した．さらに，その利点を活かす場面の数値例とし

て，減衰が小さい対象物の打撃試験においてサンプリング時間を短くする場面を想定し，
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周波数分解能が異なる条件下でモード特性を同定した．ここでも直線フィット法の同定値

を従来法と比較し，同定値がばらつかず，高精度に同定できることを確認した． 

以上より，直線フィット法の有効性を示すことができた． 

 

第 3章における研究成果 

比較的モードが近接する FRFを対象とする場合にも，モード特性を精度よく同定できる

1 自由度法を提案した．ただし，モード指示関数によりピークを判定できる範囲で使用す

る方法とした．なお，提案法の基礎には，第 2章で有効性を示した直線フィット法を用い

た．提案する具体的な手法は，FRFの実部と虚部の両方において，対象外のモード成分を

周波数に関する多項式で近似し，それを剰余項として直線フィット法の同定理論に導入す

るものである．そしてその多項式の適切な次数を理論的なアプローチで定め，適切な多項

式を 3次関数とした． 

これを基に，剰余項を 3次関数で表現する同定手法を，標準的な多自由度の振動系に対

して適用した．その結果，対象モードの共振周波数から最も近接するモードとの間に形成

される谷まで左右対称に設けた区間で同定した場合に，最も良好な結果が得られることを

確認した．本論文で扱った区間の設定方法においては，この区間が最適な解析区間であり，

実際の同定の際の指針として提示した． 

以上より，剰余項を 3次関数で近似して直線フィット法に導入する提案手法は，比較的

モードが近接する FRF を対象とする場合にも，モード特性を精度よく同定できることを示

した． 

  

第 4章における研究成果 

対象物が高減衰特性を有する場合，振動試験から取得した FRF上では共振峰が明確に現

れず，振動モードが存在する周波数を特定できないことを説明した．これに加えて，対象

物が周期構造物である場合には，半径方向と軸方向に振動モードが連成し，FRF上で共振

峰を明確に把握できないことを示した．この問題に対して周方向縮約法が提案されたが，

二輪車用タイヤのように二重曲率を有する周期構造物の場合に，新たな問題が生じたこと

を説明した．具体的には，二重曲率を有する場合にモード形状を三角関数で表現できるか
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厳密に把握できていないことであった．実際に自動車用タイヤの FRFに周方向縮約法を適

用した際に，縮約の誤差が生じた報告もあった． 

そこで，二重曲率を有する周期構造物に対する周方向縮約法の適用性を数値解析により

検証した．その結果，二重曲率を有する場合でもモード形状を三角関数で表現できること

を確認した．また，FRFの自由度を低減でき，問題なくモード特性を同定できることを示

した． 

さらに，数値解析により適用性を示せたので，二輪車用タイヤの実験モード解析にも周

方向縮約法を適用できると考え，検証の一連の流れに沿ってモード特性を同定した．また，

二輪車用タイヤのモード特性については，自動車用タイヤのモード特性と比較することで，

その特徴を考察した．そこでは，二輪車用タイヤの方が最低次モードの固有振動数が 100 

Hz以上高く，高次モードも全体的に固有振動数が高いことを把握した．この理由は，二輪

車用タイヤは断面に曲率を有するため，断面二次モーメントが自動車用タイヤよりも大き

くなるので，振動数が高くなるものと考えられる．また，モード形状については，二輪車

用タイヤでは最低次モードでも軸方向に波数を持ち，軸方向次数が高くなるにつれて，波

数が 1.5，2.5となることを把握した．一方，自動車用タイヤの最低次モードでは波数を持

たないことを確認した．二輪車用タイヤの軸方向波数の方が多いのは，トレッド部がフラ

ットな自動車用タイヤと断面形状が異なることや，自動車用タイヤに比べてサイドウォー

ル部がばねとして働きにくいことに起因するものと考えられる． 

以上より，高減衰特性を有し，かつ二重曲率の周期構造物に対する周方向縮約法の適用

性を検証し，実際に二輪車用タイヤの振動特性を把握することができた． 

しかしながら，500 Hz 以上の中周波数から高周波数領域における周方向 0~10 次モード

の軸方向高次モードおよび周方向 11 次モード以上の振動モードについては，共振峰を捉

えることができなかった．これは，振動試験をインパクトハンマによる単点入力により実

施したことで，高次の振動モードを十分に励起できなかったことなどが原因として考えら

れることを把握した． 

 

第 5章における研究成果 

第 4 章で課題として挙げた振動モードの励起について，多点加振することを検討した．

その中で，多点加振法の一つである自励駆動法の特徴と課題を説明した．具体的には，速
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度に比例する成分を持つ力をフィードバックすることにより，対象物の減衰の影響を小さ

くできることを特徴として挙げた．一方，対象物の振動モードが近接する場合には，ゲイ

ンが大きい方の振動モードの振動数に引き込まれて自励発振してしまい，FRFの取得に困

難を伴うことを課題として挙げた．さらに，フィードバックされる力が単純な速度比例の

力ではないため，低減衰化して取得した FRFから減衰特性を評価することは不可能である

ことを説明した． 

そこで，高減衰特性を有する構造物を低減衰化したうえで，減衰特性の評価が可能な低

減衰化実験モード解析法を提案した．具体的には，対象とする振動モードの減衰を小さく

するような速度 FB 加振の方法とゲインの決定方法を提案した．また，そのように決定し

たゲインを用いた速度 FB 加振により，FRF を低減衰化してモード特性を同定する方法を

説明した． 

また，高減衰特性を有する多自由度系の数値例では，固有値解析から得られた振動モー

ドを基に低減衰化の対象モードを定め，振動系が不安定にならないように速度 FB 加振を

施した．そして低減衰化された FRF に対して一般粘性減衰を仮定したモード同定を行っ

た．さらに得られた減衰特性に対して速度 FB 加振の影響を補正することで，構造物本来

のモード特性を把握できることを示した． 

以上より，振動系が安定である範囲でモード特性を同定する低減衰化実験モード解析法

を提示し，その方法の妥当性を示すことができた．  

 

これらの検討により，本研究では実際の機械構造物を対象に実験モード解析を行う場合

に，モード特性の同定結果が周波数分解能に依存する問題と，近接モードおよび高減衰特

性を有する場合にモード特性の同定が難しいという問題を解決した． 
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6.2 今後の研究課題と方針 

本研究で得られた成果を踏まえて，今後の研究課題と課題解決に向けた方針をまとめる．

本研究では，特に第 3章で近接モードを有する場合にも高精度な同定を可能とする同定法

を提案し，第 4章で二重曲率を有する周期構造物として二輪車用タイヤを取り上げて実験

モード解析を実施した．また，第 5章では対象物が高減衰特性を有する場合に疑似的に減

衰の影響を小さくする加振法とモード特性の同定法を提案した．これらの検討で出現した

新たな課題を以下に整理する． 

 

第 3章で提案した同定法は，対象物のある 1点に入力を与え，ある 1 点で応答を計測し

た場合の FRFを対象とするものであり，剰余項を 3次関数で近似して固有振動数と減衰特

性を同定するものである．一方，提案法の基礎とした直線フィット法は，FRFの理論式の

留数を消去することにより基礎方程式を構築するため，基礎方程式は入力点応答点によっ

て変化することなく，多点入力多点参照に対応できるものである．つまり，多点入力多点

参照に適用した際には，各入力点応答点間の FRF データを一括して取り扱うことができ，

固有振動数と減衰特性を同定できる． 

このように複数個の FRFを用いる場合でも，剰余項を何らかの関数で近似することが可

能であれば，第 3章で提案した同定法を拡張することができると考える．実際には，対象

とする振動モードに対して，低次側と高次側の振動モードの共振峰は各入力点応答点間の

FRFで異なるため，剰余項の近似関数が複雑になるか，剰余項が相殺されるか不明である

が，その剰余項の挙動を把握する必要があると考える．以上の検討を実施し，多点入力多

点参照に対応した同定法が完成した暁には，対象物全体の振動特性を極短時間で同定でき

ると推測でき，有用であると考えられる． 

 

第 4章で把握した二輪車用タイヤのモード特性は，現在のところ全く新しい結果である．

本論文でまとめた結果は，ある 1点のみに入力を与えただけであり，加振力が小さく，高

次の振動モードを十分に励起できなかった．そのため，高次の振動モードまで十分に励起

できるような加振法が必要であり，その一つの方法が第 5章にまとめた低減衰化実験モー

ド解析法である．この方法は 1 点加振と同様の手順で実施でき，速度 FB 制御力を自励振

動子が出力するものである．実構造物に適用する場合には，対象物の有限要素モデルがあ
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り，ある程度の精度で固有振動数とモード形状がわかっている場合には，実現象としてそ

の振動モードを励起できると考えられる．現在は FB 制御のロバスト性の検討が不十分で

あるため，加振システムの構築に向けて，その検証と評価を行う必要がある． 

 

以上の検討で今後開発していく実験モード解析法は，あらゆる機械構造物の設計開発段

階で，振動特性を把握するために利用できるものである．また，これまでに製造された機

械構造物においても，把握できていない振動特性を求めることができるものであり，有用

であると考えられる． 
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子様，林田由紀子様，中原三恵様，新村絵梨子様，藤井健一様，藤川晋之介様，坂本由美

子様，人事部 米田穣部長，伊藤嘉章次長，上田恵太朗様，中山勝裕様，井野太智様，伊藤

千恵子様，木村美幸様には深く感謝しております．さらに，研究者を目指す私の背中を押

してくださった，有明工業高等専門学校 原槙真也教授には感謝の念に堪えません． 



 

 

本学博士後期課程に再入学してからは，論文の書き方や研究者としての在り方をご教示

いただき，さらに私の学生生活を気にかけてくださった元本学 機械工学系 安田好文教授，

本学 機械工学系 柴田隆行教授，松岡常吉准教授に厚く御礼申し上げます． 

本研究のモード特性同定法の開発，実験結果の考察，論文作成に至るまで河村庄造教授

と松原真己准教授には多大なるご指導を賜りました．第 2章においては，フランスで開催

された国際会議にて，福井大学 鞍谷文保教授，吉田達哉准教授より，直線フィット法の有

効性について貴重なご意見を賜りました．また，関連して岐阜大学 古屋耕平准教授のご厚

意により実験モード解析ソフトウェアを使用させていただきました．実験および解析では

岐阜大学大学院 元博士前期課程 清水大智様，元学部 吉川昇吾様にご協力いただきまし

た．第 3章においては，本大学院 元博士前期課程 竹原伸輔様と互いに意見を主張し，深

く議論し合ったことで有益な成果を得ることができました．第 4章においては，本大学院 

元博士前期課程 小代昌輝様，元学部 佐藤瑞樹様に実験や解析で多大なる協力をしていた

だきました．第 5章においては，滋賀県立大学 田中昂講師に速度 FB制御について説明い

ただくとともに実験装置を提供していただきました． 

以上のように，この度博士論文をまとめることができたのは，多くの方々の支えとご協

力があってのものと深く感謝しております． 

最後に，これまで私の思う道を進むことに対して温かく見守り，何不自由ない学生生活

を送らせてくれた両親と祖父母，いつも応援してくれた弟，妹と親族，いつも近くで支え

てくれた大切な人に，ここに私の学生生活の集大成である博士論文が完成したことを報告

すると共に，心から御礼申し上げます． 

 

 

 

2021年 7月 5日 

豊橋技術科学大学 

機械ダイナミクス研究室 

田尻大樹 
 


